Kapitel 2

Zahlen und Gleichungen

2.1 Reelle Zahlen

Die Menge R der reellen Zahlen setzt sich zusammen aus den rationalen und den irrationalen Zahlen. Die
Mengen der natiirlichen Zahlen N, der ganzen Zahlen Z und der rationalen Zahlen Q,

N={1,2,3,..} Natiirliche Zahlen
Z={0,+1,£2,43,...} Ganze Zahlen
Q=1{p/q; p,qg€Z,q+#0} Rationale Zahlen

sind jeweils Untermengen geméf3
NCZcQCR.

Grundlegende Regeln der Algebra:

a+b = b+a ab = b-a Kommutativgesetz
a+(b+c) = (a+d)+c a-(b-¢c) = (a-b)-c Assoziativgesetz
a-(b+¢) = a-b+a-c Distributivgesetz
a+0 = a a1l = a

Jede der vier Grundrechungsarten kann in Q unbeschrénkt ausgefithrt werden (Ausnahme: Division durch Null),
keine fithrt aus dem Bereich der rationalen Zahlen heraus. Jede rationale Zahl kann auf der Zahlengeraden
dargestellt werden. Umgekehrt kann jedoch nicht jede Strecke auf der Zahlengeraden durch eine rationale Zahl
dargestellt werden, z.B. ist v/2 (= Diagonale im Quadrat der Seitenlinge 1) keine rationale Zahl. Um jede
Strecke auf der Zahlengeraden durch eine Zahl darstellen zu kénnen, mufl die Menge der rationalen Zahlen um
die irrationalen Zahlen zur Menge der reellen Zahlen erweitert werden.

Die reellen Zahlen kénnen mit den Punkten auf der unendlichen Zahlengeraden identifiziert werden. Die
grundlegenden Regeln der Algebra gelten auch fiir die reellen Zahlen. Jede nicht leere und nach oben (unten)
beschriinkte Teilmenge S von R besitzt in R eine kleinste obere (gréfite untere) Schranke.

Schranken. M heifit obere Schranke fiir eine beliebige Zahlenmenge S, wenn kein Element aus S grofler
ist als M. Existiert eine solche Schranke, heifit die Menge S nach oben beschrinkt (analog: untere Schranke,
nach unten beschrinkt). Fiir eine nach oben (unten) beschriinkte Menge von rationalen Zahlen gibt es nicht
immer eine rationale Zahl als kleinste obere (grofite untere) Schranke. Beispiel ist die Menge aller rationalen
Zahlen, deren Quadrat kleiner als 2 ist. Jede irrationale Zahl kann jedoch beliebig genau durch rationale Zahlen
angendhert werden, z.B. durch Dezimalzahlen.

Anordnungspostulate fiir reelle Zahlen:

1. Fiir jedes z gilt eine der folgenden Aussagen:z < 0 oder > 0 oder z = 0.
2. Fiir z, y gilt x < y genau dann, wenn y — z > 0 ist.

3. Firz, y gilt:ist t >0 und y > 0, soist auch z +y > 0 und = -y > 0.



2.2 Komplexe Zahlen

Gleichungen wie 22 +1 = 0 haben in der Menge R der reellen Zahlen keine Losung. Formal 148t sich durch
Einfithrung der Gréfle ¢ (¢ = imaginére Einheit) mit der Eigenschaft

i2=-1

eine Losung fiir die obige Gleichung und analoge Gleichungen definieren.
Definition der komplexen Zahlen:

z=x+iy=(x,9) C={z+iy;, z,y € R}.

2z = R(2) heiit Realteil von z, und y = $(z) heift Imaginirteil von z. Komplexe Zahlen z lassen sich durch
ein reelles Zahlenpaar festlegen und in der Gaufischen Zahlenebene mit einer reellen Achse und einer dazu
senkrechten imaginédren Achse veranschaulichen. Komplexe Zahlen z mit $(z) = 0 heiflen rein imaginér. Zwei
komplexe Zahlen heiflen zueinander konjugiert komplex, wenn ihre Realteile gleich und ihre Imaginérteile dem
Betrage nach gleich sind, jedoch verschiedene Vorzeichen haben. Die zu z = x 4 iy konjugiert komplexe Zahl
x — iy wird mit z* bezeichnet. Der Betrag einer komplexen Zahl ist

lz| = |z +iy| = Va2 + y? = Vz*z

und ist in der komplexen Zahlenebene ein Maf fiir die Lange der Strecke vom Nullpunkt zum Punkt z.

R(z)

Neben der Darstellung durch Real- und Imaginérteil in der algebraischen Schreibweise z = x + iy wird auch
die trigonometrische Schreibweise

z=r(cosp +isinp)

mit dem Betrag |z| = r und dem Argument ¢ benutzt:

Betrag von z = |z| = r
Argument von z = ¢ = arg z = arcsiny/r = arccos x/r = arctan y/z

Fiir z = 0 ist das Argument argz unbestimmt. Fiir den Hauptwert des Arguments gilt: —7 < ¢ < 7. Un-
gleichungen wie z; < z2 haben fiir komplexe Zahlen z; und z keinen Sinn, verglichen werden kénnen jedoch
Betrige komplexer Zahlen. Es gilt die Dreiecksungleichung:
|l21] = |22l < |21 £ 22| < |21 + |22l
Rechenregeln fiir komplexe Zahlen
21 =1 +iy; = ri1(cos @y + isinpq) 29 = o + iys = ro(Cos Yo + isin o)

Addition und Subtraktion:

21+ 20 = (1 +iy) £ (2 +iy2) = (21 £ x2) +i(yr £y2)



Multiplikation:

21-20 = (x1+iy) - (w2 +iy2) = (2129 + im1ys + iT2y1 +12Y1Y2)
= (122 — 11y2) + i(z1y2 + T2y1)
2129 = r1(cosy +isingy) - ra(cos @y + isinps)

7172 [(€OS (01 COS 2 — sin ¢y sin p2) + i(cos ¢y sin o + sin g cos p2)]
= rirgfcos(pr + p2) + i sin(pr + p2)]

|21 22| = |z1] - |22 arg(z1 - 20) = arg 21 + arg z»

Inverse komplexe Zahlen:

i _ 14120 .z i —Y2
22 Ty 4iys w3 4ys w343
1 1 1 ( o )
— = = —(cos py — isin
29 ro(cos@g +isings) 1o ¥2 ¥2
1 1 1
= = — arg(—) = —arg 2
z9 |2:2| z9
Division:
A Titiy T2 A yiye Ty — Ty
22 T2 +iy2 x5+ y3 3+ 3
21 ri(cospy +isingy) 7 .
- — = —|COoSs — 7811 -
29 ro(cosg +isings) 1o [ (p1 —2) + (p1 @2)]
Izl 1

21 21
|= = arg(—) = argz; — arg zo
22 |2’2| T2 z2

Komplexe Exponentialfunktion

ef = "W = ¢%(cosy +isiny)
e = cosy+isiny Eulersche Formel
e*| = e*= ) arger =y = I(2)

Aus der Eulerschen Formel folgt die Moivre-Formel:
(cos +isin )™ = cosnp + isinnep.

Die komplexe Exponentialfunktion ist periodisch mit der Periode 27 und kann zur Darstellung der reellen
Cosinus- und Sinus-Funktionen benutzt werden:

e =cosy + isiny e " =cosy—isiny
eV +e . eV —e
COSyYy = ————— siny = ———
2 24

2.3 Gleichungen n-ten Grades

Gleichungen der Form

zZ =a

konnen fiir komplexe und reelle Werte a gelost werden. Es gibt genau n Losungen; diese heiflen n-te Wurzeln
von a, geschrieben {/a. Die Losungen basieren auf der Moivre-Formel (siehe oben). Wird a dargestellt in der
trigonometrischen Schreibweise mit Betrag  und Argument ¢, also a = r(cos ¢ + isin ¢), so ist

2 2
Va= {/;[cos(f—l—k—w)—l—isin(f—l—k—ﬂ)] k=0,1,...(n—1)
n n n n



@
O

Quadratische Gleichungen

Die Anzahl reeller Losungen (Wurzeln) einer quadratischen Gleichung
P(x)=az? +br+c=0

hingt vom Wert der Diskriminante D = b% — 4ac ab:

> 0 zwei reelle Losungen
D<{ = 0 eine reelle Losung (Doppelwurzel)
< 0 keine reelle Losung
Losungsformel fiir D > 0:
~b++vD —2c
Ty9 = = .
T 20 T p=VD
Die Eigenschaften
1+ 29 =—b/a x1-T3 =c/a

folgen aus dem Vergleich mit der Darstellung a(x — x1)(x — x2) = 0. Fiir negative Werte von D erhilt man zwei
komplexe Losungen, indem man in der Losungsformel v/D durch iv/—D ersetzt.

Gleichungen héheren Grades
Gleichungen n-ten Grades der Form
P(z)=anz" +apn_ 12" '+ ... +axt +ag=0

haben allgemein genau n reelle oder komplexe Losungen, wobei k-fache Losungen k-fach gezéhlt werden. Sind
a, 3,7 ...die Wurzeln und k,l,m ... die Vielfachheiten, so ist

P(x)=an(z — )@ - )z -y ...

Fiir die Félle n = 3 und n = 4 gibt es noch Formeln fiir die Berechnung der Wurzeln, die jedoch recht kompliziert
sind. Allgemein kénnen numerische Verfahren angewendet werden (s. Kap. 2.5).



2.4 Determinanten und lineare Gleichungssysteme

Determinanten

Die Determinante n-ter Ordnung ist eine Zahl D, die sich aus den n? Zahlen einer Anordnung aus n Zeilen und
n Spalten ergibt.

ail a2 ... Q1n

a1 az2 ... da2n
D = ai;| =

ap1  Ap2 ... Onn

Eigenschaften der Determinante:

1. Die Determinante dndert ihren Wert nicht, wenn man in ihr die Zeilen mit den Spalten vertauscht (die
folgenden Eigenschaften gelten daher auch fiir Spalten).

2. Die Determinante dndert ihr Vorzeichen, wenn man zwei Zeilen vertauscht, und hat den Wert 0, wenn
zwei Zeilen gleich oder einander proportional sind, oder wenn eine Zeile die Linearkombination anderer
Zeilen ist. Addiert man zu einer Zeile die Elemente einer anderen Zeile, bleibt der Wert der Determinante
ungeéndert.

3. Ein allen Elementen einer Zeile gemeinsamer Faktor kann vor die Determinante gezogen werden.

Berechnung der Determinante:
k
D = |aij| = Z (—1) A15, G255 « - - Qnj,
Perm

wobei sich die Summe iiber alle n! Permutationen ji, jo...j, der Zahlen 1, 2...n erstreckt; das Vorzeichen
(—1)* ergibt sich aus der Anzahl k der Inversionen in der Permutation. Speziell gilt:

o air a1z | _
|a11| = a1l = ai11G22 — 021012
a21  G22
a11 a2 13
_ Ga22 a23 a1 G23 a1 a2
az1 Qg2 G233 | =aii — a2 + a3
az2 ass3 azi1 a33 azi1 as2

az1 asz2 ass

Die Unterdeterminante des Elements a;; ist die Determinate (n — 1)-ter Ordnung, die sich durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte ergibt. Das algebraische Komplement A;; des Elements a;; ist die mit dem Faktor
(—1)" multiplizierte Unterdeterminante des Elements a;;. Allgemein kann eine Determinate n-ter Ordnung
durch Determinanten (n — 1)ter Ordung ausgedriickt werden:

D = aiinj z:l,n
Aij i=1...n

QijAij

n
Jj=1
n
=1

Lineare Gleichungssysteme

Die Losung eines linearen Gleichungssystems mit n Gleichungen fiir n Unbekannte x1, o, ... %,

a11x1 + are 4+ ... + aipxn, = b1
anxi + axr2 + ... 4+ awmT, = by
an1T1 + Gp2T2 A+ ...+ Gy = by

kann mit Hilfe von Determinanten bestimmt werden. Der Rechenaufwand wird fiir groere n (n > 3) sehr grof§
und es sollten dann andere Verfahren benutzt werden. D = |a;;| heifit Koeffizientendeterminante des Systems,



Dj ist die Determinante, die sich ergibt, wenn die Spalte j der Koeflizienten a;; durch die Spalte der b; ersetzt
wird, z.B.

ail bl ... Q1n

a1 b2 ... Q2p
Dy = .

an1 bn ... Qpnp

Wenn wenigstens ein b; von 0 verschieden ist, heiffit das System inhomogen. Wenn die Koeffizientendeterminante
des Systems ungleich 0 ist, hat das System genau eine Losung. Die Werte x; ergeben sich nach der Formel

(Kramersche Regel)
D Dy Dy,
331:3 332:3 .13":3
Ist D gleich 0 und sind nicht alle D; gleich 0, so ist das System unlésbar (Widerspruch in den Gleichungen).
Wenn alle b; = 0 sind, heiflit das System homogen. Damit ein homogenes System aufler der trivialen Losung
21 =0, 29 =0,... 2, =0 noch weitere Losungen besitzt, mufl gelten: D = 0. Auch alle Linearkombinationen

sind Losungen des Systems.

2.5 Numerische Methoden zur Losung von Gleichungen

Nullstellen von Funktionen f(z), d.h. Losungen der Gleichung f(z) = 0 koénnen allgemein mit numerischen
Methoden bestimmt werden. Angenéherte Losungen lassen sich graphisch oder durch Probieren ermitteln.

Regula falsi

Ist die Funktion f(z) stetig und haben f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen, so liegt zwischen a und b minde-
stens eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0. Mit der Regula falsi genannten Methode der linearen Interpolation

a—"b
fla) = f(b)
1éBt sich ein Niherungswert & berechnen. Dieser kann je nach Vorzeichen von f(Z) einen der beiden Werte a

oder b ersetzen und bei erneuter Anwendung der Formel einen besseren Schéitzwert liefern. Die Werte a und b
stellen Schranken fiir die Losung dar, die beliebig eng gemacht werden konnen.

F=a- f(a)

Iterationsverfahren
Es sei 2y ein Ndherungswert fiir eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0. Nach Umstellen der Gleichung auf die
Form x = g(x) lassen sich durch mehrfache Anwendung der Formel

zjp1=g(x;) Jj=01,...

aus einem Niherunswert xg iterativ genauere Niherungswerte gewinnen; das Verfahren fithrt zur Lésung (kon-
vergiert gegen die Wurzel), wenn zwischen der Wurzel und dem ersten Niherungswert xg die Bedingung
l¢'(z)] < 1 gilt. Oft 148t sich diese Bedingung durch Umstellen erreichen.

Newton-Verfahren

Ein allgemeines Iterationsverfahren fiir differenzierbare Funktionen ist das Newton-Verfahren:

f@l,
l‘j+1=$j—W j=0,1,...
Tj

Die Formel beruht auf der Ndherung der Funktion durch eine Gerade durch den Punkt (J:j, f(x])) mit der
Steigung der Tangente. Das Verfahren konvergiert bei einfachen Wurzeln, wenn der erste Niherungswert xg
nahe bei der Wurzel liegt.



