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Einleitung 1

Einlaitung

Durch die Entdeckung der Hochtemperatur-Supraleiter von J. G. Bednorz und K. A.
Muller [1] im Jahre 1986 wurden einige Fragen in der Festkorperphysik neu gestellt. Im
Gegensatz zu den metallischen Supraleitern kann die Cooper-Paar-Bildung [2] in diesen
keramischen Materialien, der Kuprate nicht unbedingt durch phononische Prozesse er-
klart werden. Vielmehr scheinen magnetische Anregungen eine wesentliche Rolle zu
spielen [3]. Damit weisen die Kuprate Eigenschaften auf, die dem klassischen Bild der
Supraleitung unmittelbar widersprechen. Dazu gehort v.a. der Ubergang von einem an-
tiferromagnetischen Isolator zu einem supraleitenden Metall, abhangig von der Dotie-
rung.

Auch heute ist noch kein entscheidender Durchbruch bel der theoretischen Erklérung der
Kuprate gelungen. Das liegt vor alem daran, dal3 es sich um stark korrelierte Systeme
handelt, die sich einer storungstheoretischen Behandlung entziehen. VVon der theoreti-
schen Seite betrachtet, hat man es mit zweidimensionalen Problemstellungen zu tun. In
den letzten Jahren ist es gelungen Kuprate unter hohem Druck so zu synthetisieren, dal3
sich quas eindimensionale Strukturen, sogenannte Ketten und Leitern ausbilden. Diese
haben einige besondere magnetische Eigenschaften und zeigen zum Tell auch Supralei-
tung. Weil sich eindimensionalen Problemstellungen theoretisch oft exakt 10sen lassen,
besteht hier die Hoffnung, mehr tber die besonderen Eigenschaften der Kuprate zu ler-
nen.

Chakravarty, B. |. Halperin und D. R. Nelson (CHN) haben mit Hilfe der Renormie-
rungs-Gruppen-Theorie gezeigt, dald die Spin-Fluktuationen der undotierten Kuprate
durch das nichtlineare c-Modell gut beschrieben werden [4]. Bel diesem Modell handelt
es sich um eine feldtheoretische Beschreibung von antiferromagnetischen Spin-Fuktua-
tionen. Inzwischen sind Méglichkeiten bekannt, aus mikroskopischen Modellen von An-
tiferromagneten durch einen Kontinuumsiibergang dieses feldtheoretische Modell abzu-
leiten [5] und so die Briicke zwischen mikroskopischen Materialgrofien und makroskopi-
schen zu schlagen. Esliegt also nahe, aus mikroskopischen Modellen, die zusétzlich auch
Ladungstrager beriicksichtigen, ein entsprechend erweitertes feldtheoretisches Modell
abzuleiten. In dieser Arbeit wird solch ein Kontinuumsiibergang fur realistische mikro-
skopische Modelle von dotierten Spin-Ketten und Spin-Leitern durchgefiihrt.

Das erste Kapitel bespricht zundchst die wesentlichen Eigenschaften der "normalen”
Hochtemperatur-Supraleiter, wie sie sich aus Experimenten ergeben. Danach folgt eine
Zusammenstellung der inzwischen vielschichtig vorhandenen quas eindimensionalen Ku-
prate und deren besondere Eigenschaften.

Das zweite Kapitel stellt die mikroskopischen Modelle vor, von denen diese Arbeit aus-
geht. Im Dritten wird detailliert der Kontinuumsiibergang fur eine dotierte Spin-Kette
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durchgefuhrt und im vierten auf zwei gekoppelte dotierte Spin-Ketten, d.h. eine dotierte
Spin-Leiter erweitert. Im flinften Kapitel befindet sich schliefdlich eine Zusammenstellung
der beiden abgeleiteten Feldtheorien und eine qualitative Diskussion der Aussagen, die
mit ihnen getroffen werden kénnen.
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1 Eigenschaften von Hochtemperatur -
Supraletern

1.1 Kristallstruktur und Kristallchemie

Die meisten Forscher auf dem Gebiet der Hochtemperatur-Supraleitung akzeptieren ein
bestimmtes mikroskopisches Bild der Hochtemperatur-Supraleiter [3]. Das geht davon
aus, dal3 fur die besonderen physikalischen Eigenschaften hauptséchlich die Kupferoxid-
Ebenen verantwortlich sind. Je nach Material sind diese durch verschieden aufgebaute
nichtmagnetische Zwischenschichten getrennt. Anhand La,CuQO, lassen sich die wesentli-
chen Eigenschaften des mikroskopischen Bildes am besten erlautern.

Abb. 1.1: Kristall und magnetische Struktur von La,CuO,. Die doppelten Pfeile deuten
schematisch die Rotation des CuOs-Komplexes in der orthorhombischen Phase an.

Bel reinem LaCuO, handelt es sich um einen antiferromagnetischen Isolator. Hier sind
die CuO.-Ebenen durch nichtmagnetische Zwischenschichten aus L&0O, getrennt. Mit
Stochiometrietiberlegungen 183t sich die Elektronenkonfiguration der CuO.-Ebenen be-
stimmen: Aufgrund der Elektronegativitat besitzt das Sauerstoffion O° die Elektronen-
konfiguration von Neon, das Lanthanion La® die von Xenon. Beriicksichtigt man die
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Ladungsneutralitat des Festkorpers, muR das Kupferion die Ladung 2" tragen. Die Elek-
tronenkonfiguration von Cu® ist [Ar]3d°, was ein 3d-Loch bei den Kupferpldtzen be-
deutet. Aufgrund der umgebenden Sauerstoffionen liegt das zugehdrige Orbital 3dx2.2 in
der CuO,-Ebene, es besitzt Spin s=%.

Die Annahme von Né&chste-Nachbar-Hupfprozessen zwischen den Kupferplétzen fihrt
auf Tight-Binding-Modelle'. Berechnet man damit die Bandstruktur, sollte La,CuQ, ein
nichtmagnetisches Metall sein. Das widerspricht den Experimenten [6]. Berticksichtigung
starker Elektronenkorrelationen, d.h. grof3e Coulomb-Abstol3ung zweier Elektronen auf
einem Kupferplatz, fiihrt dagegen auf Hubbard-Modelle? [7]. Aus diesen folgt, daR reines
LaCuO, ein antiferromagnetischer Isolator ist. Dal3 diese Modelle geeignet sind, unter-
stitzen spektroskopische Beobachtungen, nach denen die Elektronenkonfiguration
[Ar]3d™ beim Kupfer nicht vorkommt [8].
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Abb. 1.2: Widerstandsverhalten in Richtung der CuO,-Ebenen (a-c-Ebene) und senkrecht
dazu (b-Achse).

Ersetzten von z.B. 7% Lanthan La*>* durch Strontium Sr** ergibt 0,07 zusétzliche Lécher
pro Einheitszelle. Durch diese Dotierung erhélt man aber nicht etwa 7% Cu®, sondern
zum Uberwiegenden Teil zusétzliche Locher bei den Sauerstoffpldtzen in den CuO--
Ebenen. Spektroskopie® [9] bestétigt auch, daR die Elektronenkonfiguration der Sauer-
stoffionen 15°25°2p° ist und damit die zusétzlichen Lécher 2p-Charakter haben. In einem
mikroskopischen Modell muf3 deshalb die Korrelationsenergie grof3er as die Energiedif-

! zum Begriff "Tight-Binding-Modell" siehe Anhang C
2 Der Begriff "Hubbard-Modell" ist ebenfallsim Anhang C erklért.
% Messungen des Energieverlusts schneller Elektronen
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ferenz zwischen den Kupfer 3d und den Sauerstoff 2p Orbitalen sein. Weiterhin bewegen
sich die zusétzlichen Locher Uberwiegend in den CuO,-Ebenen, was sich im anisotropen
Widerstandsverhalten wiederspiegelt [10].

Oberhalb der Sprungtemperatur ist die Anisotropie der Temperaturabhangigkeit des Wi-
derstands besonders auffallend. In Richtung der Ebenen liegt, wie bel eéinem Metall, ein
linearer Zusammenhang zwischen dem Widerstand und der Temperatur vor. Senkrecht
zu den Ebenen ergibt sich dagegen ein Verlauf wie bel einem Halbleiter.

Im Gegensatz zu La,«Sr«CuO, sind viele andere Hochtemperatur-Supraleiter selbstdotie-
rend. Das bedeutet, dal die Locherkonzentration auf den Sauerstoffpldtzen einfach durch
Anderung der Sauerstoffkonzentration variiert werden kann. Alle zusammen besitzen sie
aber immer CuO,-Ebenen mit der gleichen Elektronenkonfiguration.

1.2 Phasendiagramm

Das Phasendiagramm [3] von L&..SrkCuO, zeigt zunéchst einen strukturellen Phasen-
Ubergang zwischen einer tetragonalen und einer orthorhombischen Phase.
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Abb. 1.3: Phasendiagramm von Lay«SryCuQO,
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Dies bezieht sich auf die verkippte Anordnung der in Lay«Sr«CuQO, vorkommenden Ok-
taeder-Komplexe bei tiefen Temperaturen. Es wird nicht angenommen, dal’ dieser Effekt
fundamental zur Supraleitung beitrégt.

Bel sehr kleinen Strontium-Konzentrationen x < 0,02 und kleinen Temperaturen ist
La.«Sr«CuO, ein antiferromagnetischer Isolator.

Im Bereich 0,02 < x < 0,05 liegt eine ungeordnete magnetische Struktur wie bei Spinglé-
sern vor. Dieser Bereich kénnte von nicht geniigend reinen Kristallen verursacht sein.

Fur 0,05 <x <0,3ist LapxSr«CuO, ein supraleitendes Metall mit einer Sprungtemperatur
bis zu 40 K, die unter Druck auf 60 K angehoben werden kann.

Hat man schliefdlich 0,3 < x erreicht, liegt ein Metall vor, das keine Supraleitung mehr
aufweist.

1.3 Supraleitung

Zwischen manchen Eigenschaften konventioneller Supraleiter und Hochtemperatur-
Supraleiter (HTC) bestehen groRe Ubereinstimmungen, andere unterscheiden sich dage-
gen fundamental.

Ohne externes Magnetfeld zeigen beide bel hinreichend kleinen Temperaturen einen ver-
schwindenden elektrischen Widerstand [1]. Durch starkes FHuf3pinning hervorgerufen,
zeigen HTC nur bel extrem reinen Proben und schwachen Feldern eine Meif3ner-Phase,
die mit der konventioneller, metallischer Supraleiter vergleichbar ist [11]. Alle HTC sind
Typ Il Supraleiter. Untersuchungen von Josephson-Tunnelkontakten [12] ergeben ein
FluBquant von hc/2e. Deswegen ist anzunehmen, dal3 auch hier gebundene Elektronen-
paare fur die besonderen Transporteigenschaften verantwortlich sind. Schwierig durch-
zufiihrende Messungen der Energieliicke [11] liefern statt Eq = 35ks T bei konventio-
nellen Supraleitern Werte zwischen Eq; =2ks T und Eq =8ks T .

Dal3 sich der Kopplungsmechanismus der Elektronenpaare bel den HTC's fundamental
von dem bei konventionellen Supraleitern unterscheidet, zeigen folgende beide Tatsa-
chen:

Das Ersetzen von *°0 durch **O scheint eine Erniedrigung der Sprungtemperatur T, um
0,3K unabhangig von Tc(*°0) hervorzurufen [10]. Vom Isotopeneffekt Tc ~+'M her
wiirde man aber bel T. =110K eine Anderung von AT = 6,3K erwarten. Tauscht man
in LaSrCuO, einige Prozent der Cu™ lonen mit Spin s=1/2 gegen Zn*" lonen mit
s=0 oder Ni*" lonen mit s=1 aus, verschwindet die Supraleitung [13].

Esist also ein Kopplungsmechanismus zu erwarten, welcher von der antiferromagneti-
schen Struktur der Materialien abhéngt und der nicht wie bel den konventionellen Su-
praleitern von Phononen hervorgerufen wird.

Ob die Supraleitung der HTC durch eine Art BCS-Theorie mit einem neuen Paarungs-
mechanismus oder eine vollig anders geartete Theorie beschrieben werden kann, ist noch
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offen. Einfache Molekularfeld-Theorien sind alerdings ungeeignet. Die Grunde hierfur
sind im néchsten Kapitel aufgefiihrt.

1.4 Magnetische Eigenschaften

Betrachtet man das Phasendiagramm Abb. 1.3, lassen sich aus Untersuchungen von rei-
nem L&CuQ, die magnetischen Eigenschaften in Abhangigkeit von der Temperatur be-
stimmen. In diesem Fall hat man es mit einem antiferromagnetischen Isolator zu tun, der
u.a. durch das Heisenberg-Modell beschrieben werden kann.

N. D. Mermin und H. Wagner [14] haben gezeigt, dal? aus einem zweidimensionalen
Heisenberg-Modell keine langreichweitige magnetische Ordnung bei nicht verschwinden-
den Temperaturen resultiert. Die Korrelationdange & sollte bei klassischen Spins expo-
nentiell fur T — O divergieren [15]:

g/aoc eZ!IJSZ/kBT

Es gentigt aber schon eine kleine Kopplung zwischen den CuO,-Ebenen, um auch bel
nicht verschwindenden Temperaturen langreichweitige Ordnung zu erhalten.

Aus Neutronen-Streuexperimenten [16] geht hervor, dal3 sich die Spins in CuO,-Ebenen
unterhalb der Néel-Temperatur dreidimensional und somit langreichweitig anordnen.
Hierbei ist die Kopplung zwischen den Ebenen von entscheidender Bedeutung. Uber der
Néel-Temperatur entfélt diese Kopplung und es liegen nur zweidimensionale Systeme
vor. S. Chakravarty, B. |. Halperin und D. R. Nelson (CHN) haben aus einer Untersu-
chung des nichtlinearen o-Modells' mit Hilfe der Renormierungs-Gruppen-Theorie [17]
die zweidimensionale Spin-Spin-Korrelationdange bestimmt [4]. Diese divergiert fur
T — Ty exponentiell. Aus einem Fit der Theorie von CHN mit experimentellen Daten
folgt die Kopplungskonstante J = 0,13 eV . Das stimmt gut mit experimentellen Ergeb-
nissen inelastischer Neutronenstreuung [18] und zwei Magnonen-Raman-Streuung [19]
Uberein.

* Was man unter einem "nichtlinearen o-Mode " versteht, ist im Anhang D beschrieben.
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Abb. 1.4: Inverse Spin-Spin-Korrelationdange in Abhangigkeit von der Temperatur bel
L&CuQO,. Die durchgezogene Linie ergibt sich aus der renormierten Theorie von CHN.

Die zweidimensionalen Spin-Fluktuationen werden also durch das nichtlineare 6-Modell
gut beschrieben.

Das Phasendiagramm Abb. 1.3 zeigt bel LaSr«CuO, und Dotierungen um x= 0,04
einen Phasentibergang von antiferromagnetischem zu einem Spinglas-Verhalten. Aus
Neutronen-Streuexperimenten [10] folgt, dal3 durch zunehmende Dotierung ebenfalls die
antiferromagnetische Kopplung zwischen den CuO,-Ebenen unterbunden wird. Hier hat
man es also auch mit zweidimensionaler und damit kurzreichweitiger Spin-Ordnung zu
tun. Dies spiegelt sich in der instantanen Spin-Spin-Korrelationdénge Abb. 1.5 wieder
[10].

Untersuchungen der supraleitenden Koharenzlange [11] der HTC ergeben eine Grolen-
ordnung von 15 A. Das ist aber nicht sehr von der Spin-Spin-Korrelationdéange von un-
gefahr 10 A verschieden. Wegen der Kleinheit dieser GroRen sind Molekularfeld-
Theorien zur Erkl&rung der Hochtemperatur-Supraleitung weniger gut geeignet®.

®> Molekularfeld-Theorien vernachl&ssigen Fluktuationen zugunsten langreichweitiger Ordnungen.
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Abb. 1.5: Instantane Spin-Spin-Korrelationdéange von L&.«Sr«CuO, in Abhangigkeit von
der Strontium-Konzentration x.

Ein weiteres Detail soll an dieser Stelle noch erwahnt werden: Aus Experimenten [3,10]
folgt, dal3 die Nahordnung der Spins in der supraleitenden Phase nicht exakt antiparallel
ist. Benachbarte Spins schlief3en vielmehr einen Winkel von ca. 155° ein. Inwiewelt die-
ser Effekt zur Supraleitung beitréagt, wird noch untersucht [21].

1.5 Ketten und Leitern

Da die besonderen Transporteigenschaften der Kuprate durch die CuO,-Ebenen hervor-
gerufen werden, hat man es in der Theorie vereinfacht mit zweidimensionalen Problemen
zu tun. Unter bestimmten Gesichtspunkten sind eindimensionale Probleme theoretisch
besser zu handhaben als zweidimensionale. Bei einer neuen Klasse von Kupraten sind die
CuO;, Ebenen in eindimensionale Ketten und Leitern untertellt. Hier besteht die Hoff-
nung, anhand dieser Materialien mehr Uber stark korrelierte Systeme und evtl. den Me-
chanismus der Hochtemperatur-Supraleitung zu lernen.

E. Dagotto et a. und T. M. Rice et a. haben vorgeschlagen, dal3 Spin-Leitern aus zwel
Ketten eine Energiellicke im Anregungsspektrum aufweisen sollten [23 - 26]. Welterhin
haben sie vorausgesagt, dal3 bei leichter Dotierung dieser Kuprate die Energiellicke be-
stehen bleibt und Supraleitung auftritt. Sie haben dabel angenommen, dal3 jeweils zwei
Locher auf einer Sprosse zusammen ein Spin-Singulett und somit eine Art Cooper-Paar
bilden.
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Das erste Material, das man nach diesen Voraussagen auf die Existenz einer Energieltik-
ke im Anregungsspektrum der Spins (Spin-Gap) hin untersucht hat, war (VO),P,0:°. Mit
inelastischer Neutronenstreuung wurde eine Energiellicke von 3,7 meV nachgewiesen
[27].

Bel einigen unter hohem Druck synthetisierten Kupraten kann man in den CuO, Ebenen
Frustrationslinien erkennen. Entlang dieser Linien sind die Cu® lonen um
—a/2e, —a/2e, gegen ihre normale Lage in den CuO, Ebenen versetzt. Dadurch liegen
jeweils drei ungefahr gleich weit entfernte lokalisierte Spins entlang einer Linie vor. Die-
se konnen entlang der Linie keine antiferromagnetische Ordnung bilden, sie sind fru-
striert. Je nachdem, wie dicht die Linien aufeinander folgen, teilen diese Frustrationdinien
so die CuO, Ebenen in eindimensionale zwei- oder mehrholmige Spinleitern.

orthogonale
eyL 9

a p-Orbitale \rui:,tratl ondlinie
8J@w8 3. %w%w
w%w%w%w%w w%w%% S
%% 8% 8 BPpoodoo
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TS R ‘8/ 0800800008000

Kupferoxid-Ebene mit

normale” Kupferoxid-Ebene Frustrationslinie

Abb. 1.6: Bei unter hohem Druck synthetiserten Kupraten existieren sogenannte Fru-
strationdinien. Entlang diesen sind die Cu®* lonen um —a/2e, —a/2e, gegen ihre nor-
male Lage in der Kupferoxid-Ebene verschoben, dort kann sich keine antiferromagneti-
sche Ordnung aushilden, die Spins sind frustriert.

Diesen Sachverhalt kann man auch wie folgt verstehen: In einer "normalen” Kupferoxid-
Ebene kommt die Spin-Spin-Wechselwirkung zweler benachbarter Kupfer-Spins durch
einen Super-Austausch-Prozel3 der beteiligten lokalisierten Elektronen Uber das dazwi-
schen liegende Sauerstoff-Orbital zustande. Das setzt voraus, daid ein Uberlapp von ei-
nem Kupfer-Orbital zum Sauerstoff-Orbital vorliegt, das seinerseits mit dem zweiten
Kupfer-Orhital tUberlappen muR. Entlang einer Frustrationdlinie existiert zwar ein Uber-
lapp zwischen Kupfer-Orbitalen und Sauerstoff-Orbitalen. Aufgrund der Orthogonalitét

® Ansichten der hier diskutierten Kristalle finden sich im Anhang A.
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der Sauerstoff p. und py-Orbiltale findet aber in erster Ordnung kein Super-Austausch-
Prozef} Uber die Linie hinweg statt. Die Spin-Konfiguration auf der einen Seite der Fru-
strationdinie ist deshalb unabhangig von derjenigen der anderen Seite.

Materialien bel denen genau das der Fal ist, snd SrCu,O; SrCusOs und
(Sr,Ca)14Cu40y4;. Die beiden Materidien mit zweiholmigen Leitern SrCu,O; und
(Sr,Ca)14Cu404; Weisen wie erwartet ein Spin-Gap auf [28,29,30]. Die dreiarmigen
Leitern in Sr,CusOs besitzen dagegen kein Spin-Gap [29].

Es existieren aber auch Materialien, bei denen die eindimensionalen Strukturen nicht
durch Frustrationdinien in den CuO, Ebenen entstehen, sondern einfach durch gentigend
grol3e Zwischenrdume. Dazu gehtren CaCuQO;, SrCuO,, LaCuO,s und die Ketten in
(Sr,Ca)14Cu404;. Von CaCuO; und Cay4Cu,404; liegen bis jetzt noch keine genauen
Messungen in bezug auf das magnetische Verhalten der darin enthaltenen Ketten vor.
Interessanterweise besitzt aber die Kette in Sr1,Cu,4O4; entgegen den Erwartungen ein
Spin-Gap [30,31,32]. LaCuO,s besteht aus zweiholmigen Leitern und zeigt unterhalb
von Ty =110K eine antiferromagnetische Ordnung. Dafur dirfte die grof3e Kopplung
zwischen den einzelnen Leitern verantwortlich sein [33]. Ebenfalls eine antiferromagneti-
sche Ordnung zeigen die Zickzack-Ketten in SrCuO, [20], hier aber erst ab einer we-
sentlich geringeren Temperatur von Tc = 2 K.

Aufgrund der Voraussage von Supraleitung bel dotierten zweiholmigen Leitern wurden
diese untersucht. Bei SrCu,O; bleibt bei Dotierung mit Lanthan das Spin-Gap erhalten
und es tritt keine Supraleitung auf [29]. Bei LaCuO, s zerstort die Dotierung mit Stronti-
um die antiferromagnetische Ordnung [33]. Dotierung von Sr14Cuz4O4; mit Y ttrium flhrt
zur Verkleinerung des Spin-Gaps [32]. Das erste Material, das zweiholmige Leitern ent-
halt und bel Dotierung supraeitend wird, ist Cay4Cu,4O4; [22]. Die Sprungtemperaturen
liegen bel Dotierung mit Strontium zwischen T.=9K und T.=12K .

Um den Uberblick tber die Vielfat der Materialien und deren Eigenschaften nicht zu
verlieren, ist es sinnvoll, diesein einer Tabelle zusammenzustellen.

Mit dem Begriff Plakette ist immer ein Kupferatom und die vier umgebenden Sauer-

stoffatome gemeint.
B
<> = oo oo

Abb. 1.7: Symbolische Darstellung einer Plakette. Diese besteht aus einem Kupferatom
und vier umgebenden Sauerstoffatomen.
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, Plaketten- . . : .
Material | Typ anordnung M agnetische Eigenschaften Verhalten bel Dotierung
(VO),P,0, | zweiholmige Leiter | kein Kuprat | Spin-Licke mit ~ 3,7 meV kein Kuprat
CaCuO, | lineare Kette 020000, ? ?

: antiferromagnetische Ordnung
SrCuQ, zickzack Kette unter T.~ 2K ?
. . : o L mit La, Spin-L tcke bleibt,
SrCu,O, zweiholmige Leiter Spin-Licke mit ~ 680 K keine Supraleitung
Sr,Cu,O, | dreiholmige Leiter keine Spin-Licke ?
. . : antiferromagnetische Ordnung | mit Sr, zerstort antiferro-
LaCuO,; | zweholmige L ater unter T, ~110K magnetische Ordnung
lineare Kette Spin-Licke mit ~ 11 meV mit Y, Spin-Liicke
Sr,Cu, O, verschwindet
zweiholmige Leiter Spin-Lucke mit ~ 35 meV
. 2
Ca Cu.O lineare Kette . mit Sr, Supraleitung
AL tritt auf mit T.~9- 12K
zweiholmige Leiter ?




2.1 Kupferoxid-Ketten und Leitern 13

2 Mikroskopische Modelle

2.1 Kupferoxid-Ketten und Leitern

Die einfachsten, realistischen mikroskopischen Modelle, die auch Ladungstréger auf den
Sauerstoffatomen beriticksichtigen, sind die Kupferoxid-Kette und die zweiholmige Kup-
feroxid-Leiter. Die in Abb. 2.1 dargestellte Kupferoxid-Kette ist z.B. in CaCuO; redli-
gert. Zweiholmige Kupferoxid-Leitern der dargestellten Form existieren in mehreren
Materialien.
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Kupferoxid-Kette Kupferoxid-Leiter

Abb. 2.1: Die beiden einfachsten redistischen Modelle, die auch dotierte Systeme aus
Kupferoxid-Ketten und Kupferoxid-Leitern beschreiben.

Hierbe stellt die Kupferoxid-Kette den typischen Vertreter von Spin-Fermion-Leitern
mit ungerader Kettenzahl dar. Entsprechend ist die in Abb. 2.1 abgebildete Spin-Fer-
mion-Leiter der typische Vertreter von gekoppelten Spin-Fermion-Ketten mit gerader
Kettenzahl.

Es sa darauf hingewiesen, dal3 die Kupferoxid-Ketten in (Sr,Ca)14Cu,4O4; €ine andere
Struktur aufweisen, als diein dieser Arbeit betrachtete Kette.
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2.2 Spin-Fermion-Modéll fur eine Kette

Als Ausgangspunkt der Betrachtungen soll wie bei der Behandlung von Kupferoxid-Ebe-
nen [36] das Dreiband-Hubbard-Modell dienen. Es lautet fir eine Kupferoxid Kette

H= EDZCJG JG+€d Zdl-i—adla—i_

+§tlj(dITGCJG+hC) Ztu .o JG+UZ i, T |i
i

(2.1)

Hierbei sind df, und di» Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fur Locher auf den
Kupferplétzen sowie ¢/, und ¢;, Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fir Locher
auf den Sauerstoffplétzen. n',=di d, , ist der Anzahloperator fir Locher auf den

1,0 71,0

Kupferpldtzen. Der dritte Term des Modells beschreibt ein Hipfen zwischen direkt be-
nachbarten Kupfer- und Sauerstoffplétzen und der vierte ein Hupfen zwischen direkt
benachbarten Sauerstoffplétzen. Weitere Hipfprozesse fiihren zu Ubernéchsten Nach-
barn, sie sollen deshalb nicht berilicksichtigt werden. Unter Beachtung der Phasen, der an
den Hupfprozessen beteiligten Orbitale

a
eyL
& G b & F
2 Do \
oee G>® + + @@ + CXD oo
Abb. 2.2: Relative Phasen der bei den Hupfprozessen beteiligten Kupfer- und Sauerstoff-
Orhitale.

ergeben sich folgende Ausdriicke fur die Hupfmatrixelemente:

ti = (=D tecwo
fjj' = (— 1)ﬁ”' too

Die hierbel auftretenden Phasenfaktoren sind

{1 fur j=i+iae, oder j=i-1iae,
P12 fir j=i-lae, oder j=i+lae,
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L, . L .
5 _{1 fir j'=j-lae,—iae, oder j'=j+lae +1ae,
i

L, L L, L
2 fur j’=j+;ae,—jae, oder j'=]-j;ae +jae,

Der letzte Term von (2.1) trégt der starken Korrelation, d.h. der Coulomb-Abstol3ung
zweier Locher auf einem Kupferplatz Rechnung.

Die fur eine stérungstheoretische Behandlung wichtigen Eigenschaften des Modells sind
folgende: Bei halber Bandfullung, d.h. im undotierten Fall sind alle Locher auf den Kup-
ferplatzen lokalisiert, was durch eine grofe Hubbard-Wechselwirkung erreicht wird’. Bei
Dotierung andert sich dieses Verhalten nicht, deshalb entstehen an den Sauerstoffpléatzen
Locher, das bedeutet U > ¢, > g,. Well die charge-transfer Energie A =g, —¢& grofd
gegeniiber der kinetischen Energie t ist [37], kann eine Entwicklung nach t?/A durch-

geftihrt werden.

i) i,i) bei den Kupferatomen als Modellraum
[38] folgt mit U > A >t bei Entwicklung bis zur Ordnung @(t*) das Spin-Fermion-
Modell [39,40].

H= Ztu j.o JO‘+t ZCJO' JG+JKZRiS|+JHZS|S|' (22)
i (i,i")

JJ'
Hierbel ist
Zd+ 0,0,

der Spin-Operator und

R=>(-)%"cl o ,c.. (2.3

],0 =—o0” ~| 0
(i.i%i)

0,0’

Die Matrixelemente des Spin-Fermion-Modells, durch die des Dreiband-Hubbard-Mo-
dells ausgedriickt, sind

f_téuo(i_i)
2 \A U-A

e
I tC”OA U-A

(1 2
Ju =41tco E+E .

"Hierbei ist €, > ¢, zu beachten.
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Der erste Term des Spin-Fermion-Modells beschreibt ein Hipfen von Lochern von einem
Sauerstoff-Platz zum néchsten. Beim zweiten Term bewegen sich die Locher dagegen
nur innerhalb der einzelnen Plaketten.

a eyL

e &8 BT
\@@

$ OB & 06 Kk 0o -

8 ER A

Abb. 2.3: Hupf- und Wechselwirkungsprozesse des Spin-Fermion-Modélls.

Hupfen Locher von einem zum néchsten Sauerstoffplatz, kdnnen sie auch einen Spin-
Umklapp erfahren. Dieser Spin-Umklapp-Prozefd hangt von der Richtung des lokalisier-
ten Spins im Zentrum der Plakette ab. Eine Wechselwirkung von hiipfenden Fermionen
mit lokalisierten Spins nennt man Kondo-Wechselwirkung.

Beim vierten Term von (2.2) handelt es sich um eine Spin-Spin-Wechselwirkung zwi-
schen direkt benachbarten lokalisierten Spins, also eine Heisenberg-Wechselwirkung.
Verschwindet die Dotierung, entfallen ale Terme mit fermionischen Anteilen. Dann ist
das Spin-Fermion-Modell gleich dem Heisenberg-Modell.

Im folgenden werden die Begriffe Lécher und Fermionen synonym verwendet.

2.3 Spin-Fermion-M odéll flr eine Leiter

Bel zwel gekoppelten Kupferoxid-Ketten konnte man natirlich auch wieder vom
Dreiband-Hubbard-Modell (2.1) ausgehen. Aus diesem wére dann mit Hilfe der Sto-
rungstheorie das Spin-Fermion-Modell fir zwei gekoppelte Ketten, d.h. eine Leiter ab-
zuleiten. Dieser Schritt soll hier aber Ubersprungen werden. Ausgangspunkt der Be-
trachtungen ist folgender Hamilton-Operator:

H Ztu j,o Ja+t ZCJO' JG+JKZRiS|+ZJii'S|S|'
le i (id7)

Hierbel lauft i Uber alle Kupferpldtze in beiden Ketten, und die Kopplungskonstante des
Heisenberg-Terms ist
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Jy foriundi’inder selben Kette
"7 13, furi undi’in verschiedenen Ketten .

Im Normalfall sollte man davon ausgehen kdnnen, dal3 die Spin-Spin-Kopplung entlang
der Ketten und quer zu den Ketten gleich ist. Fir theoretische Untersuchungen ist es
aber trotzdem sinnvoll beide Kopplungskonstanten vorerst separat zu behandeln.
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8\ 1 8 3

v
N p N
N p N
N S
’ N ’
=9 T '
K v N v
N
/ N ’
I AVl
=) (=) 7 (=)
. N , N . N
N ., N . N
. N . N . N . N
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Abb. 2.4: Hupf- und Wechselwirkungsprozesse des Spin-Fermion-Modells bei einer
Leiter.

2.4 Mit Experimenten konsistenter Parameter satz

Aus dem direkten Vergleich von Quanten-Monte-Carlo Resultaten bei 4x4 Elementar-
zellen, d.h. 48 Platzen, mit experimentellen Werten der charge-transfer Energie
A =g, — & in den Kupferoxid-Ebenen von "normalen” HTC's, folgt ein Parametersatz
fur das Dreiband-Hubbard-Modell [37]. Dieser lautet

U= 6tCuO A= 4tCuO tOO = _015tCUO (24)

wobel tcio =1,3€eV betragt. Fur die Parameter des Spin-Fermion-Modells bedeutet das

~ 1 3 5
t :__tu z_O,l‘tu J :_t u zO,?‘tu J :_t u zO,lt uO -
8 CuO CuO K 4 CuO CuO H 48 CuO CuO

In der vorliegenden Arbeit wird bei Bandberechnungen angenommen, dal3 diese Werte
auch die hier behandelten eindimensionalen Systeme einigermal3en gut beschreiben.
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3 Kontinuumstibergang bel einer Kette

3.1 Kontinuumslbergang fur die Spins

Das klassische nichtlineare o-Modell beschreibt nach S. Chakravarty, B. |. Haperin und
D. R. Nelson [4] die zweidimensionalen Spin-Fluktuationen sehr gut®. Eine Moglichkeit
aus dem zweidimensionalen Heisenberg-Modell das nichtlineare 6-Modell abzuleiten,
haben A. Angelucci und G. Jug ausgearbeitet [5]. Ihre Methode wurde von C. Kibert
[36] so auf das zweidimensionale Spin-Fermion-Modell erweitert, dal3 sich nicht nur das
nichtlineare o-Modéll ergibt, sondern auch die Kopplung von diesem mit den Fermionen.
Hier soll nun mit der selben Methode das eindimensionale nichtlineare s-Modell und
dessen Kopplung mit den Fermionen hergeleitet werden.

Die Zustandssumme fur das Spin-Fermion-Modell

=H =Hes =Hs

H:rz t.cloc. +t Zc;acj,;+:]KZRiS,\+:]HZS, S,j
(") (3% i

Jagni (i
o

o

kann wegen der Faktorisierbarkeit wie folgt angeschrieben werden:

Z=Tr efH = Tr ghHrihrrhs) :Tr(e‘ﬁHF Tr e‘ﬁ(HFS*HS)j
{Fs} {Fs} {F} {s}

Die erste Spur Uber die fermionischen Zusténde schreibt man einfach in ein Pfadintegral
um [41,42]. Bei der zweiten Spur Uber die Spin-Zustande entkoppelt man den Heisen-
berg-Term durch eine Hubbard-Stratonovich Transformation. Dazu schreibt man den
Heisenberg-Term Hg wiefolgt an

Hg=—13(5-S,)" +congt.
und transformiert in den Impulsraum, was
He=-2Y f(k)S,S,  mit f(k)=J,(1-coska)
k

ergibt. Jetzt kann die Hubbard-Stratonovich Transformation, bei der es sich um eine
Gaul3sche Integration [41] handelt, fur kleine £ ausgefihrt werden.

8 siehe hierzu auch Kapitel 1.4



3.1 Kontinuumsiibergang fur die Spins 19

exp{eQZ f(k)S, S—k} =

(3.1)

Kehrt man in den Ortsraum zuriick, folgt die Identitét

exp{g7z J.(s-s) }

(%)

[y exp{—e%“Z(g 0] -2¢3. % -z%)s}-

{ii7)

Dadurch erhdt man zusétzlich ein Funktionalintegral Uber ein sogenanntes Hubbard-
Stratonovich-Feld ¢, an das jetzt die einzelnen Spins koppeln. Insgesamt kann man so
die Zustandssumme als Funktionalintegral schreiben.

Z= j D¢ Dc' Dee S

=—jd{2qﬂ,a—c HF—%;(¢,—Q.,)Z+ZIHZ}

Hierbel ist die Einteilchen-Zustandssumme durch

Z =Tr[Texp{—idr[2JH (Z)(? -9, )+ 3 Rij SH

mit dem Zeitordnungsoperator T gegeben.
Mit der Methode der verallgemeinerten Berry-Phasen’ [5] bestimmt man diese. Unter
Verwendung der Abkurzung

® =¥+ R =23 2(9, -9 |+ KR, (3.2)
i =
handelt es sich dabel formal um die Zustandssumme eines Spins S in einem aul3eren

Magnetfeld @, . Im Grenzfall tiefer Temperaturen bekommt man die Wirkung

® zur "Berry-Phase" siehe [43]
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J

:_Idr Zcma C’G_HF_ZF';(Q_@)ZJF

do” dd’f

+SZ\<D\ —'SZA[ ] ‘SZMW[—'] dz dr

(3.3)

Das Vektorpotential A”|®| in der Berry-Phase gehorcht der Bestimmungsgleichung des
diracschen Monopol-Potentials™

sK[e] sale] , o
svr  5¥ T |of

Die Matrix der ersten verallgemeinerten Berry-Phase ist durch

M =

5aﬁ_ aeﬁ ; o _

gegeben. Wie man zu diesen Beziehungen gelangt, ist in [5] und v.a. [36] dargestellt. Die
Ausdriicke in der Wirkung, die den Faktor (3.2) enthalten, kénnen jetzt nach Potenzen
von Jk R entwickelt werden. Alle Potenzen von R, hoher as zwei verschwinden we-
gen der Eigenschaften der Grassmann-Variablen. Siehe hierzu auch [36]. Das Resultat
dieser Entwicklung ist deshalb eine exakte Umformung von (3.3).

Z_Id{zcjffa_c F}—sq—sa—a—sﬁ...

A 2
5= JorE(o-9)

R) RIR[
o

=—sIde‘CD‘ = sjdrz ‘\P‘{l"'JK(

d o’

—|sjerA d)]

19 zum magnetischen Monopol siehe Anhang E
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d‘P“ RO/ dw¥ J2 ¥ dR7
— d J ofly i 2 YK aﬁy Yij

Bei der Wirkung S, ist es hilfreich, den Anteil, in dem nur Terme mit gerader Anzahl
W vorkommen, von dem Anteil der Terme mit ungerader Anzahl ¥ zu unterscheiden.

; dof dof
— ,05/} u
_sj(;dz'zi M @, & g, —¥tS

_ R ik 1 (d‘lﬂd‘lﬂj 32 (dR de

- defz{ 2y [” (5 qlizl dr dr +2‘$i‘ dr dr
R (d¥ d¥,) 3J (d\ljidRij

S\Pis(dr drj_Tis(TiRi) dr dr/

- Jés(q’i dTij(Ri dRij - Jis(q’i dRij(Ri dlyij -
‘ii‘ dr dr ‘ii‘ dr dr

S, %), 90

d¥ dR)  J d¥, dW.
_Sfd Z(\P [dr dfj 2w (% R)( dr dfj_
- JKS[‘PidTi)[‘PidRij— JKS[‘Pid‘Pij[Rid‘Pi}
¥ dr dr ‘gi‘ dr dr

2ot 0,2

Die klassische Wirkung des Hubbard- Stratonovich-Feldes

B
S=Idz‘L
0

L= \]2H<.Z.>(¢. _‘Dr)z - SZ‘E‘ = %%(?u _?i')2 - SZ (i'z;i)ZJH (?i _?i')‘
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liefert eine Bewegungsgleichung. Deren niederenergetischste Losung ist eine antiferro-
magnetische Anordnung

¢ =s(-1'n, mit |n°=1,

mit n, als Ordnungsparameter des Feldes. Unter der Annahme, dald nur langwellige

Fluktuationen der Kupfer-Spins vorkommen, entwickelt man den Ordnungsparameter bis
zur dritten Ordnung @ (a®) der Gitterkonstanten.

agn, 1 ,39%n

X +5a’" I X2

n,=n, +a, “+0o(a%) . a, =(0("-i)-6(i-i"))a

Mit dieser Entwicklung ersetzt man in den oben abgeleiteten Wirkungen das Hubbard-
Stratonovich-Feld ¢ . Fur ¥, gilt dabei

2 2
¥ =23, (0,-4,)= (-1 43, sz, (1+"" aj +0(a’).
] 2z |n|

Es ist sinnvoll, die Kopplungskonstanten durch Geschwindigkeiten auszudriicken, da
diese beim Kontinuumsiibergang a — 0 konstant bleiben.

v, = J, a=const.
v, =J, a=congt.

Danach genligt es, nur Terme bis zur ersten Ordnung in der Gitterkonstanten zu bertick-
sichtigen. Hierbei ist zu beachten, dafi3

lez (Z)aii,:o %qf,:Zaz.

Wegen |n,|“ =1 zeigt der Ordnungsparameter n; immer auf die Oberfl&che der Einheits-
kugel, deshalb gilt

d N
n; =0 ¥
dr < & dr

d¥y,
— | :O’

was zu einem weiteren Wegfall von Termen fuhrt. Fur die ersten beiden Wirkungen folgt

{5 Jre

n;

B
S, = Vy szafdrz [izz
0 i
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) [ 1V j[dnj
+1-— 5 —
3(4v, sz)° )\ dx

L Ve Cy(nR)-

2a’ v, s

S, =2v, szafer[ %

1 Vi
6a* (2v,, )Zz

]+(9(a3).

Dieersten Termevon §, und S, liefern beim Pfadintegral einen konstanten Faktor, der
keine physikalische Relevanz hat™. Man 143t sie deshalb weg. Der letzten Term von S,
stellt eine repulsive Wechsalwirkung

zwischen Fermionen am gleichen Gitterplatz i dar, die wegen ihrer 1/a Abhéngigkeit
sehr stark ist. Bel schwacher Dotierung kann man auf alle Félle davon ausgehen, keine
zwel Fermionen am gleichen Gitterplatz anzutreffen. Aus diesem Grund kann man ale
Terme in den Wirkungen S und S, vernachlassigen, in denen mehr als ein Faktor der
Form R, oder d R,/d7r gleichzeitig vorkommt. Bis auf Faktoren, die beim Pfadintegral
Konstante liefern, folgt so fir S,:

" 8wy z-[ Z(drj (a Rz)

S =0(a% R

Die Wirkung S besteht aus einem aternierenden S und einem nicht aternierenden
S Antell

51: Sflt +Sln.alt +(9(3.2, Rz)
dni

Sf’t:iSTdeA“[‘Pi]d "Sfdfz Al dz'

St = _ISIdTZ.: o ROH AW = Idfz R( dn.j

? dr 4vH z dr
=i

Aus dem aternierenden Antell folgt mit einer Gradientenentwickung des I ntegranten

™ bei der Bestimmung von Korrelationsfunktionen kiirzen sich solche konstante Faktoren heraus
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i

. d(
alt __ _ o )
S —|safdr > I A%[n;

0 i=gerade

dnj |safdr n(dnixdnij
dr/ e \dx T dr
ein topologischer Term, der nur ganzzahlige Vielfache von 2zis annehmen kann®.

Beim Kontinuumsiibergang a — 0 wird daraus

dn dn

dxxdrj 27isQ, mit Q,e”Z.

Sep =S —|safdz'—fdx [

Im zweidimensionalen Fall [36] entfallt dieser Term.
Der Kontinuumstibergang

; [ox... (3.4)

kann an dieser Stelle noch nicht fir das gesamte System ausgefuhrt werden, da das fer-
mionische System noch nicht entsprechend lokal formuliert ist.
Insgesamt bekommt man jetzt folgende Wirkung:

=_Id7 ZCJGa Ztu j.o JG+t ZCJ" ot

+VK?SZ(—1)i<ni Ri)+

dn,
+i av, 22 i(ni Xﬁj - (3.5
a2 () (a))-

—isa Y. n [ dd:iﬂﬂ?(az,l?z)

i=gerade

Nach diesem Kontinuumstibergang fur die Spins des Spin-Fermion-Modells hat sich jetzt
folgendes Modell ergeben:

12 \Warum das der Fall ist, wird im Anhang F erklart.
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nichtlineares s-Modell {\ Ordnungsparameter

Abb. 3.1: Modell, das nach dem Kontinuumstibergang fur die Fermionen folgt.

Die erste Zeile in der Wirkung beschreibt nach wie vor Hipfprozesse von Fermionen auf
den Sauerstoffplétzen. Bei der vierten Zeile handelt es sich um das O(3) nichtlineare o-
Modell mit der Spinwellen-Geschwindigkeit

Ve =242V, sVz.

Bel ihm kann der Kontinuumstibergang (3.4) zu einer Feldtheorie sofort ausgefuhrt wer-
den. Die Richtung dieses Feldes ist durch den Ordnungsparameter n gegeben. Uber die
Kondo-Wechselwirkung in der zweiten Zeile und die Berry-Phase in der dritten koppelt
das nichtlineare 6-Modell an die hiipfenden Fermionen. In der letzten Zeile steht schlief3-
lich der topologische Term. Er wird fur das Verschwinden der Energielticke im Anre-
gungsspektrum des Spin-Systems verantwortlich gemacht [44].

3.2 Kombinationszustande

Schreibt man die Terme der im letzten Kapitel abgeleiteten Wirkung (3.5), die fermioni-
sche Anteile enthalten, mit (2.3) explizit an, folgt

- T oc|+a| t
HF Zt JO'JO' t Z I ICJO'CJO'

(1,17 JJI

HK = _SJK Z(_ 1)I (_ 1)0‘1 o Cj o nl Q- C ‘0’
(1.351)

I

Hg =i
4],z

(=) et o (nxad.n)c.,

.05
0,0
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Hierbel ist leicht zu erkennen, dal3 die Wechselwirkungen zwischen den Fermionen und
dem Spinanteil im abgeleiteten Modell nicht lokal sind. Beim Kontinuumstibergang fur
die Fermionen bereitet das mathematische Schwierigkeiten. Es besteht aber eine physika-
lisch wohlbegriindete Méglichkeit diese Terme auf eine lokale Form zu bringen: Inner-
halb jeder Plakette konnen vier Linearkombinationen aus den Sauerstoff-Orbitalen gebil-
det werden. Eine dieser Kombinationen ist symmetrisch, die anderen drei nichtsymme-
trisch. Wie im Kapitel 3.4 noch gezeigt wird, ist es sinnvoll, nicht die Fermionen auf den
einzelnen Sauerstoff-Orbitalen, sondern auf den symmetrischen Zustdnden als Ladungs-
tréger zu betrachten.

Schon F. C. Zhang und T. M. Rice [45] sind bei ihrer Herleitung des t-J-Modells aus
dem Einband-Hubbard-Modell dhnlich vorgegangen. Nicht die Fermionen selbst seien die
Ladungstrager, vielmehr sollen symmetrische Kombinationen der Sauerstoffzustande
gebildet werden, welche mit dem Spin auf dem Kupferatom zusammen ein Spin-Singulett
ergeben. Diese bilden so "Lécher” im Spin-Gitter der Kupferatome, was genau dem t-J
Modell entspricht.

Mit der symmetrischen Kombination

1 .
QT§=§(Z)(—1) cl,
I3

~ 1 o
I YL
(%)

kann man die Wechselwirkungen im vorliegenden Modell sofort auf eine lokale Form
umschreiben

He =453, S Ein 0, &,

3 (3.2)

Fur den zweiten Term von H_ bekommt man

F Z (_ 1)0(‘1 o C;r,a Cj',a = 4FZ Q'Jf; a,la '

(i.i%1)
o

Beim ersten Term von H. muf3 man aber doch etwas vorsichtiger vorgehen. Dazu ist es
notwendig die Linearkombination der vier Sauerstoff-Orbitale genauer zu betrachten. Als
erstes mul3 festgestellt werden, dal3 die Zustéande
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1 1)
G |Vac) = E(Z) 'l |Vac)
ji
im Gegensatz zu den Zustanden
¢ ,|vac)

nicht mehr orthogonal zueinander sind, da die Sauerstoff-Orbitale zwischen zwel Kupfer-
atomen zwei Plaketten gleichzeitig angehoren. Der Uberlapp zwischen zwei benachbar-
ten Zustdnden ist

<VaC| q q Zite,,c |Va.C> ——<VaC| j=i+ae, /2,0 C}Lll -ae, /2,0 |VaC> =T

Er wurde bei obigen Umformungen der Wechselwirkungen vernachléssigt. Vernachlas-
sigt man diesen Uberlapp zunéchst auch weiterhin, kann aus der Transformationsvor-
schrift ¢ — ¢ die Umkehrung ¢ — ¢ konstruiert werden.

Aus den vier Basiszustanden einer Plakette

(D G polVad) =G Nag) = < ©®

(D% e, o0 Va0 = G2 Va) = <

( )“u q —ae, /2, 0|Vac> fi'vac> =G>€'\>
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o T4 _ 2 \\\
( ) I q -ae, /2,0 |VaC> ,(7 |VaC> - <\\ //
konnen vier neue linear kombiniert werden. Diese vier Zustande kann man entweder mit

Methoden der Gruppentheorie [46] ableiten oder unter Beachtung, dal3 sie alle paarweise
orthogonal zueinander sein miissen, erraten.

N

¢ Vac) = (q +¢2+¢" +q“)|Vac> G>® <D

2.

T3|Vac>——(q +¢2—c'? qfi)lVac) Gr>® G>®

N
2.

Q’T;‘|Vac>:%(qf; c'?-¢" +q“)|Vac> Gr>® @@

k3

In Form einer Matrix stellt sich der Basiswechsel wie folgt dar:
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111 1
1] -11 1 -1
=t _ = T
Ce=2] 1 1 -1 1|5 (3-2)
11 -1 1

Aus der inversen Matrix folgt die Umkehrabbildung. Wegen der Orthonormalitét der
Zeilen bekommt man die Inverse durch Spiegelung an der Diagonalen.

1 -1 1 -1
c =E t 111 cr
SoT 201 1 -1 -1|7ie
1 -1 -1 1

Im Gegensatz zu allen anderen Termen beschreibt der erste Termvon H. Hupfprozesse
zwischen direkt benachbarten Sauerstoffatomen, Hipfprozesse Uber Kupferatome hin-
weg sind nicht enthalten. Der Term [&i3t sich aber unter Berticksichtigung der Phasen-
faktoren

g 1) P
hiose
:

Abb. 3.1: Phasenfaktoren der Hipfprozesse innerhalb einer Plakette.

wie folgt umschreiben:

Zt—jj' CJT,G Cj',a = _tOO Z (_ 1)ﬁ"' CJT,G Cj',a =
(1.0 (1.7

o o

=too 2 (=D ¢l ¢, -
() (33)

- tOO Z {(_ 1)0‘i ,i+ey/2+0‘i et q];aey/z,a Q—aey/Z,a +

i,o

G jey/o T j—ex/2 AT
+ (_ 1) . . Q+aex/2,a Q—aex/z,a + hC}
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Mit der oben abgeleiteten Umkehrtransformation bekommt man fir den ersten Term
dieses Ausdruckes

too < Zg_ 1)aij +ay C}L,g Cj',a = 4tOO Z at: a,la ,
1,00 1,0

fur den zweiten ergibt sich

T2 4 T4 2 ~tl=1 ~12 =2 ~13 =3

t ~td ~
~too LG Gt el & b= 2 G L G S G + G G

~tlx4 |, =t4=x1 =t2=x3 ~t3x2

+Q,a Q,a +Q,a Q,a _Q,O' Q,O' _Q,O' Q,O'}

und den dritten schreibt man mit
[ +Eex =i +1—§eX
2 2

um und bekommt dann
—t Z (_ 1)04 ivex2tije 2 AT +hel=
00 « { Q+aex/2,a Q—aex/z,a

— _too <Z,>{(_ 1)061 i-ex/2 T ey f2 qtaex/z,g q'_aex/z,a} —

=—loo <Z>C;rg qs",a = (34)
__tO_OZ{"'Tl"'l +~T2~2 +~T3~3 +~T4~4 }_

- 4 & Q,a Q',a Q,a Q',a Q,O' Q',G Q,O' Q',G

~i3x4 _ xi1x3

—t°7°<,2,,>{¢',*$¢'36+q,g ¢, -Ehe, g e, +he

Insgesamt folgen in der Basis der linear kombinierten Zustéande die Terme
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~t2x2 | xt3x3 |, xt4 x4

t 1~
HF =_%<'Z">{q,tflq},o +Q,a Q',O'+Q,O' Q',G +Q,G Q',a}_

~t3x4  xilx3

_tOTO<Z,>{qT; q'z,a + Q,O' Q',G - Q,O' Q',G - quGZ a"l,a + h.C. } -

too ~tlx1 ~t2 %2 =13 =3 =74 x4

_? ' {_7Q,a Q,a _Q,a Q,a _Q,O' Q,O' +Q,O' Q,O'+

+EE +5 L -8 -8R ER + (35)
+4t > g0 e,

HK = _4SJK Z(_ 1)i éi-Jral N 0, ala

HB :_i JK Zafégo@-'(ni Xar ni)ala'
Jyz 5 ’

0,0

Hierbel ist die lokale Gestalt der Wechselwirkungen von Vorteil.

3.3 Bandstruktur der Fermionen in statischer
Naherung

Fur das weitere Vorgehen ist es notwendig die Bandstruktur der Fermionen einer Spin-
Fermion-Kette zu betrachten. Diese |&3t sich bei statischer Naherung des nichtlinearen o-
Modells, d.n, =0 und J,n, =0 durch Transformation des Hamilton-Operators in den
Impulsraum ermitteln.

O.b.d.A. erhdlt man mit n. =e, den Hamilton-Operator in statischer Naherung

Hgo = He + Hy

He =D t.cl co,+t D (=) ¢ c.

j.o Vo
{i.77) {337
o o

He=-sJ 2 (-1 ()" ci_oZ.c.
(1350
Wegen der Gestalt der Pauli-Matrix ¢ geniigt es, nur die Summanden mit o=T zu
betrachten, digjenigen mit o =1 bekommt man daraus einfach durch Ersetzten von J,
durch —J, . Mit den Platznumerierungen
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1
. 02 05 e o} €
! N . N e N
// | N // N // 1 N ’/
eee O ! * O 1 * 04, * O * QO eeoe
o AN RO PEERN
|L ’ \\ /// }I\ /// \\ //
| N Va 1 N a
! 03 06 O O

Abb. 3.2: Numerierungen der Sauerstoffpldtze in der magnetischen Einheitszelle

und i, als Numerierung der Einheitszelle folgt

(T2 2y (5 a5 e (5 +

Im

T i,+2ae, [ i, +2ae,
Tl 4] G 5 —Cl )G 3 +h.c.y +

+(T+3.9) Z{— Ci@ CT[iZ “i@ Cr[igj +h'c}

Dieser Ausdruck ist in den Impulsraum zu transformieren. Hierbei ergibt sich eine Ma-
trix, aus deren Hauptachsen-Transformation die Bandstruktur folgt. Beide Transforma-
tionen gleichzeitig ausgefihrt

t imj:i T[kj t [kj ikx[i:j

CG[K m%:ca 1) Gl ) ®
T e

NN

ergeben den Hamilton-Operator im Impulsraum
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mit

0 —(tOO+F—JK S) gka/2 +(tOO+F_‘JK S) gika/2
A(JK)z _(tOO+F_‘JK S) e—ika/z 0 _E‘+JK .
+(too +T - Iy g)e™ ~T+dys 0
;;:JCOZI;T(J; oo + T+ 3 8) €797 | —(tog +T + 3 8) o2
K
B(JK): +(tOO+F_JK S) glkar2 0 0
—(t +f_J Seika/z 0 0
(too+T =3¢ 9)
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Bel e, , handelt es sich um den zum Band, bzw. Eigenwert &, der Matrix MEY geho-
renden Eigenvektor. Der Index 4 numeriert die einzelnen Bénder.
Durch numerisches Ldsen des Eigenwert-Problems von M ¢, mit Hilfe des Computer-
Algebra-Systems Mathematica und dem Parametersatz (2.4) bekommt man schlief3lich

die Bandstruktur.

Zwei Bander besitzen eine verschwindende Bandbreite, das ist eine Folge von Hipfpro-
zessen quer zur Kette, d.h. Hupfen zwischen den Platzen 2 und 3 sowie zwischen 5 und
6". Bei geringer Dotierung ist fur die Ableitung einer Feldtheorie nur das unterste Band

A =0 von Interesse.

'3 Die zugehérigen Eigenvektoren sind €, ,_;1 (0,1,1,0,0,0)T und

ek,ﬂ,:4,T o< ( 01 01 Oy Oy 111)T
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A=0

Abb. 3.3: Bandstruktur einer Spin-Fermion-Kette beim Parametersatz U = 6tcy0,
A =4tc0 Und too = —0,5tc,0. Die sechs Freiheitsgrade in der Einheitszelle liefern sechs
Bander.

3.4 Gewichteder Kombinationszustande im tiefsten
Bandzustand

Fur die im vorhergehenden Kapitel numerisch ermittelten Bander lassen sich auch wieder
numerisch die Eigenvektoren in Abhéngigkeit vom Impuls bestimmen. Der tiefste Band-
zustand ist dann durch

q-:T,/l:O‘VaC> =2, C:,T,K q-:T,K,/l:O‘VaC>

gegeben. In der magnetischen Einheitszelle hat man es nicht mehr nur mit vier, sondern
mit acht Kombinationszustanden zu tun, je nachdem, ob der Fermionenspin antiparallel
oder parallel zum Spin der Kupferkette ausgerichtet ist™. Allgemein ist die Form dieser
acht Kombinationszustande

clVac)=S'¢c' . &“%Vac o=1,...,8,
1T i T er,x

14 Weil fiir die Bandberechnung als Richtung des Ordnungsparameters die z-Richtung gewahit wurde,
konnen diese antiparallelen und paralleen Zusténde nur in z-Richtung ausgerichtet sein. Von Spin-
Singulett und Spin-Triplett Zusténden kdnnte man sprechen, wenn keine Raumrichtung ausgezeichnet
ware.
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wobei die Entwicklungskoeffizienten €tz aus (3.2) folgen. Das Gewicht des Kombinati-
onszustandes «¢ im tiefsten Bandzustand, bzw. die Wahrscheinlichkeit ein Fermion im
tiefsten Bandzustand in Kombinationszustand ¢ anzutreffen, ist

2

o _ T ~ta
G - Z Q(,T,K,A:O er,lc
K

Aus der numerischen Bestimmung dieser Gewichte geht hervor, dal3 fir verschwinden-
den Impuls der symmetrische Kombinationszustand, dessen Spin antiparallel zum Kup-
fer-Spin auf einer Plakette angeordnet ist, zu 98% mit dem tiefsten Bandzustand Uberein-
stimmt. Bis ka= /2 nimmt diese Ubereinstimmung auf 72% ab.

N
5 i
g '
3 . :
@< GTT :
<5 |
G =G :
° G % -
0 5 ka

Abb. 3.4: Gewichte der Kombinationszusténde im tiefsten Bandzustand. Der obere Index
der Gewichte G bezeichnet den Kombinationszustand. Bel « =1 handelt es sich um den
symmetrischen Zustand und bei o = 2, 3,4 um die nichtsymmetrischen. Der untere Index
gibt an, ob der Spin des Kombinationszustandes antiparallel T1 oder parallel TT zum
Kupfer-Spin einer Plakette angeordnet ist. Aufgrund des Uberlapps zweier benachbarter
Kombinationszustande ist die Summe der Gewichte nicht eins.

Wall die Kombinationszustande auf zwei benachbarten Plaketten nicht orthogona sind,
ergeben die Summen der bestimmten Gewichte nicht eins. Die oben genannten Zahlen-
werte sind deshalb as Néherungen zu verstehen. Das Resultat rechtfertigt es trotzdem, in
den folgenden Betrachtungen bel den Termen (3.5) ale Terme, die nichtsymmetrische
Kombinationszusténde, d.h. Gi234 enthalten, zu vernachlassigen.

Die Wirkung, die dann folgt, enthélt aber weiterhin den symmetrischen Zustand, dessen
Spin parallel zum Kupfer-Spin angeordnet ist. Dieser Zustand stimmt mit einem der ho-
heren Béander zu einem hohen Prozentsatz tberein. Obwohl durch das Weglassen der
nichtsymmetrischen Kombinationszusténde gerade die hoheren Bénder vernachlassigt
werden, wird der parallele Zustand zunéchst mitgenommen. Beim Kontinuumsiibergang
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im néchsten Kapitel wird die Dispersionsrelation um die Fermi-Punkte, die sich im tief-
sten Band befinden, angendhert. Bei diesem Rechenschritt ist nur das unterste Band von
Interesse, hier entféllt dann auch der parallele Zustand.

3.5 Kontinuumslbergang fir die Fermionen

Die Spin-Fermion-Kette hat nach den Betrachtungen der vorhergehenden Kapitel ndhe-
rungsweise folgende Gestalt: Fermionen bewegen sich durch direktes Nachbar-Hupfen
entlang der Kette und treten mit der Spin-Struktur nur lokal an den jeweiligen Plétzen in
Wechselwirkung.

t
o ™o o}

.

¥ % %

Abb. 3.5: Struktur der Spin-Fermion-Kette mit den Platznumerierungen in der Einheits-
zelle.

Verwendet man die Bezeichnungen
ol =T, %, =Gy

hat die Wirkung die Form™

B
SZ_IdT(Z(ZﬁO’)’% - H|: - HK - HBj _SN|O'M _Sop
0 I

He=t> o' e
i
He= ik D (- efnoa

Hy=ijs> of o(n xd.n)e,

15 bis auf konstante Summanden
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mit den Abkirzungen

(= _to
4

j« =—4sJ,
. Jy

le _JH 7

Obwohl es sich beim ersten Term der Wirkung nicht um einen Hamilton-Operator han-
delt, soll dieser zur Vereinfachung mit

H=> a0 (3.6)

bezeichnet werden.

Um zu einem Kontinuumsiibergang zu gelangen, ist es notwendig, durch entsprechende
mathematische Umformungen aus dem nichtlokalen HUpf-Term einen lokalen Term ab-
zuleiten. Alle nun folgenden Rechenoperationen betreffen nur die Terme der Wirkung,
die fermionische Anteile enthalten. Deshalb interessieren in diesem Kapitel das nichtlinea-
rec-Modell S,,,, und der topologische Term Sq, nicht. Sie werden in néchsten Kapitel
wieder aufgegriffen.

Bis jetzt sind die Terme mit einer globalen Spin-Quantisierungsachse formuliert. Will
man den statischen Anteil H. + H, diagonalisieren, ist zu beachten, dal3 der Ordnungs-
parameter n. in jede beliebige Richtung zeigen kann. Bei der Diagonalisierung soll keine
Raumrichtung bevorzugt werden. Alle Richtungen bleiben gleichberechtigt, wenn man
zunéchst zu einem System mit lokaler Spin-Quantisierungsachse Ubergeht. In diesem ist
dann die z-Richtung von vornherein ausgezeichnet. Die Bandstruktur des statischen An-
teils ist dabei genau die gleiche wie im System mit globaler Spin-Quantisierungsachse,
wenn dort fir den Ordnungsparameter eine beliebige Richtung herausgegriffen wird.

Die unitére Transformation in das System mit lokaler Spin-Quantisierungsachse muf3
n. o durch o* ersetzten. Die definierende Eigenschaft ist also wie bei [47,48]

U'n oU =0’ (3.7)

Mit den Eigenschaften dieser Spinor-Transformation beschéftigt sich das Kapitel 3.6.
Zunéchst genligt es mit den Transformationsvorschriften

o = fTUT
o =V f,

die Terme umzuschreiben.
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H, =Y fi(d,+Uj0,U )1,

H. =t> ffufu, f,
(i)
He= i > (-1 o™ f,

He=JsX. £, (iUfo(n xd.n)U; ) 1.
Wenn sich die Spin-Struktur nur wenig andert, kann man den Hupf-Term H_ wie folgt
entwickeln:

He =t 1. +Q > (8('-i)-6(-i") fTUf U, f +0(a?).
i) i)

Hierbel ist zu beachten, dal3 die Transformation U, nicht unabhéngig vom Vernichtungs-
spinor f. ist. Diese Entwicklung ist das Resultat der Kettenregel, d.h.

U, f.=U, f,+Q(6(" -i)-6(-i")a,(u, f)+0(a?)
wobel auch
f.=f+Q(0("-i)-0(i-i"))d, f, +0(a%) (3.8)

zu beriicksichtigen ist™. Der Entwicklungskoeffizient Q ist durch den Vorfaktor von
d. f. nach dem Kontinuumsiibergang gegeben. Betrachtet man halbe Bandfillung,
stimmt er mit ita Uberein. Im algemeinen Fall ist er jedoch von der Wellenzahl bei den
Fermi-Punkten abhangig. In der vorliegenden Arbeit wird er durch Vergleich mit dem
Vorfaktor von d, f., der sich beim Kontinuumsiibergang ergibt, bestimmt.

Der rein fermionische Hamilton-Operator zerfdlt jetzt in einen wechselwirkungsfreien
und einen wechselwirkenden Anteil:

16 Bei (3.8) ist zu beachten, daik es sich bei f,, um eine Grassmann-Variable handet. Die Entwicklung
rechtfertigt sich wie folgt: Durch Transformation eines Hipf-Terms der Form Heo in (3.9) in den Im-
pulsraum erh@lt man nach linearer Entwicklung um die beiden Fermi-Punkte eéinen Ausdruck der Form
(3.13). Nach Ruckkehr in den Ortsraum folgt bis auf eine Konstante ein Ausdruck der Form (3.14). Hier
wird also im Endeffekt die Dispersionsrelation und damit ein Ausdruck, der aus reellen Zahlen besteht,
entwickelt.
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He =He o+ He
Heo=t> 11, (39
(i)

HF,WW =QZ(9(i’—i)—0(i _i,)) fiTUiTain fi .
(%)

Der wechselwirkungsfreie Anteil H. , liefert zusammen mit H, die Bandstruktur bei
festgehaltener Spin-Struktur, d.h. des statischen Anteils. Um diese zu bestimmen, missen
die einzelnen Terme wieder in den Impulsraum transformiert werden. Dazu schreibt man
semit i as Numerierung der magnetischen Einheitszellen und x als Numerierung der
Plétze innerhalb der Einheitszellen wie folgt an

HF,O = tZ{ fi::,l fim,2 + fi::,z fierZ.sleX 1 + hC}

Im

+QY {f1 (Ui dU)  fia+ i, UtdU), , fi.2} furi’ >

—QZ{fiI,l(UTaXu)im,l fipat i, (Ut U, , .2} flri’<i,

Heww =

Far H_, H, und H; ergibt sich

H, :Z{fii,lar fim,1+ fi::,z 071 fim,z }"’

Im»

Hy = jKZ{fiI,lO-Z fi 1— fi:,z o fim,z}

+Z{fijyl(u*a,u) ot a(UTU) fim,z}

H, = jBZ{fij,l(i Uta(nxd,nu)_ f, .+ §,(iUTa(nxdnu) f } |

Durch Fourier-Transformation mit anschlieRender unitéren Transformation'’

' Hier werden zwel Schritte auf einmal vollzogen: Zunachst transformiert man in den Impulsraum,
wodurch man Terme der Form (3.11) erhélt. Anschlief3end geht man von der Basis, die durch die Plétze
gegeben igt, in eine noch zu bestimmende Uber. Das bedeutet, da? man eine unitére Transformation
durchfihrt. Diese wahit man sich so, dal3 der statische Antell diagonal wird. Aus diesem Grund ist die
unitére Transformation durch die Eigenvektoren des statischen Problems bestimmt. Siehe hierzu auch
Anhang G.
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1 .
fi::,x = N Z kar,/l e':,x,/l exp(| k Xim,z()
kA

-+
1 o
fir;.,,K' :WI(,Z’};,Q(',K",A' fi exp(—| k Xi,;.,,lc') (3.10)
w . =>w, exp(-iqx,_ |
q

bekommt man Terme der Form

H= Z fk y) ek Py M & o T - (3.11)

kkq

1(,1('

mit den Matrizen

, 10
- (5k,k' .+ 5k—q,k' (U 7. U )q) 01
01

M. ,=2td,, cos(k'a)d,, [ j

10
_ (10
My =k O 0 -1

10
MFM=Q(e(k)—0<—k>)5k_q,k»(UWxU)q[o J

10
M, = jBé‘k_q,k,(iU*g(nx&,n)U)q[0 J

Die Diagonalisierung des wechselwirkungsfreien Anteils H. , zusammen mit dem Kon-
do-Antell H, , d.h. des statischen Anteils, definiert die unitére Transformation in (3.10).
Mit dieser werden anschliel3end auch die beiden wechselwirkenden Anteile H. ,, und
H, sowie H_ transformiert.

Beim statischen Anteil sind die beiden Falle o=T und o =1 entartet, weshalb zunachst
die Betrachtung von o =T geniigt. Mit

M :[MTT MNJ
MH Mii

folgt aus dem Eigenwertproblem
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det(M _ opq +M 4y —£1)=0

j —€ 2tcoska
& det =0

2tcoska - j,—¢

die Energie-Dispersionsrelation,

£02(K) =T/ |2 +4t% cos’(ka)

bzw. die Bandstruktur des statischen Antelils.

el

NN

N

Abb. 3.6: Bandstruktur des statischen Anteils der vereinfachten Spin-Fermion-Kette.

Bel geringer Dotierung und kleinen Anregungsenergien gentigt es, nur das untere Band
A =0 zu betrachten. Fir das weitere Vorgehen benétigt man deshalb den zum Eigen-
wert g,_o(k) gehdrenden Eigenvektor. Er lautet

ek,O,T_ N(k) X(k) _ek,O,T

mit

() = i+ i2 +4t? cos’(ka)
(k) =~ 2tcoska)

N(K) = [T+ X2(K)

Wegen der speziellen Form der Pauli-Matrix o* und der Matrix M
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M — ik 2tcoskaj

+M =
Foll KL [ 2t cosk a ik

folgt fur den Eigenvektor imFall o =1

.1 (XK
ek,O,i = N(k) 1 = ek,O,i :

Mit diesen Eigenvektoren ist jetzt die gesamte fermionische Wirkung zu transformieren.
Man bekommt dann

S =|dr(H,—H —Hy —Hg)=

f

0

B
T u

IdT Z fk,0,(7 ek,0,0' (M 7,0,00" M F.0,00"

0

k,k’,q
o,0’

-M K,o0" M FWW,00" ~ M B,GG')ek',O,G' fk',O,G'

was im einzelnen folgendes bedeutet

ei,O,G M 7,00" ek',O,G' = (5k,k' 5(7,(7' ar + 5k—q,k' (U ! ar U ) )WGG'(k’ k,)

q,00"

\q —
ek,0,(7 (M F.0,00" +M K,GG')ek',O,G' - 5k,k' 5(7,(7' 80(k)

ei,O,a M F.WW,o0’ ek',O,a' = Q(e(k) - 0(_ k)) 5k—q,k' (U f ax U )q,aa' WGG'(k’ k,)
ei,O,G M B,o0c”’ ek',O,a' = jB 5k—q,k' (I U f g(n X ar n>U )q,aa' WGG'(k’ k,)
mit der konstanten Matrix
10
WO'O"(k’ k,) = eI,O,G [ O 1j ek',O,a'
1 1+ X(k) X(k” X(k)+ X(k”
w(k,k’) = ,[ ()(}‘ (k) (?j (3.12)
N(k) N(k’) \ X(k)+ X(k) | 1+ X(k) X (k")
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Um die beiden Fermi-Punkte kann jetzt die Energie-Dispersionsrelation entwickelt wer-
den. Die Fermionen beim Punkt k =k. bewegen sich nach rechts, die beim Punkt
k =—k nach links. Betrachtet man nur kleine Impulstibertrage |g| =k —k’| < k. kon-
nen keine nach rechts laufenden Fermionen so gestreut werden, dal3 sie nach dem Streu-
prozefd nach links laufen und umgekehrt. Das bedeutet, dal3 keine Rickwérts-Streuung
stattfindet. Aus diesem Grund sind die Fermionen an den beiden Fermi-Punkten unab-
héngig voneinander. In diesem Sinn hat man es mit zwei verschiedenen Tellchensorten R
und L zu tun:

£ (k) = & ke ) + a?:(k) (kFk:)+0O(K?)
k=kg
=& Vg (kT ke )+0(K?)

Das setzt eine unendliche Kettenldnge L — «~ und damit einen kontinuierlichen Impuls-
raum voraus. Deswegen fuhrt man an dieser Stelle den Kontinuumstibergang des Impuls-
raumes aus. Durch die erste Ableitung der Dispersionsrelation nach der Wellenzahl k ist
die Fermi-Geschwindigkeit gegeben

2t?asin(2k; a)

e \/j,i +4t cos’ (k- a)

Weil bei kleinen Impulsiibertrdgen keine Rickwaérts-Streuung stattfindet, sind fur k und
k” in (3.12), nur die beiden Naherungen

k=k’=k. und k=K' =—k_

zuléssig. Hier ist zu beachten, dai3 die Terme, in denen w(k,k”) vorkommt, keine Hipf-
prozesse der Fermionen beschreiben. Weil sie schon loka formuliert sind, kann bel ihnen
der Kontinuumsiibergang unmittelbar ausgefiihrt werden. Es wéare aso fasch w(k,k”)
wie die Energie zu entwickeln, da Terme mit dem Faktor (k¥ k.) nach der Ricktrans-
formation in den Ortsraum kinetische Terme der Art f*J, f ergeben. Wegen den
Symmetrien X(k) = X(-k) und N(k) = N(-k) folgt

, 1wy
W(k’k)zwz[wm 1)

- 2X(k;)  2tcos(k.a)
"1 (k) Jiz +4t?cog(k. a)
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Nach all diesen Umformungen werden die einzelnen Terme

(H,)" = 4';; [k [da £7(k)a, 12 (k) +
L2
o fok [da fi* (k){w, (UT9,U) ()} 12 (k-a)
oL _
(Heo+ He) =ﬂjdk FIRE(K) B, {6 2 Ve (kT ko) FRM(K) (3.13)
, 2
(Heww) =0 [k [ dg ij'L(k){ww, (U*axu)w,(q)} f 2 (k—q)

(Ho)o = jBLlL;jdkjdq IR (K).
.{ww, (iuTa(nxo,n)u )w,(q)} fR(k-q).

Durch die Transformation in den Ortsraum mit gleichzeitiger Phasentransformation, die
im Anhang | zu finden ist, bekommt man

(HT):; - 2]-8.Idx f;R’L(X){é‘G‘f' 07’ + Woor (U TO”IU) (X)} fGB’L(X)

oo

(He o+ HK):GL = 21<31Idx fIRY(X) 6,0 {6 2iVe I T 55(x)

R,L

(Hewn )l = 5o JXEP (0 { 9w, (UT2,U) (9} 15

oo’

(HB)R’L = szlalIdx ij’L(x){ww, (iU*g(nx&,n)U) (x)} f ot (x),

o0

die gesuchte kontinuierliche Form der Terme. Verschiebt man den Energienullpunkt um
den konstanten Faktor
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1
Z—afdx fIRY(x)3,, & f75(x)=const,

folgt fur den rein fermionischen Anteil

R,L 1

(Heo+Hye) =2—ajdx FIRE(X) 8, (i Ve 9, £ RY(x). (3.14)

Unabhangig von dieser Energie-Nullpunktsverschiebung kann jetzt der Entwicklungs-
koeffizient Q identifiziert werden. Oben wurde festgestellt, dal3 nach der Diagonalisie-
rung d, f und J U die gleichen Vorfaktoren besitzen miissen. Es gilt also unter Beach-
tung von w,__. =1 der Zusammenhang Q =iV, .

Als n&chstes ist es notwendig, sich mit den Eigenschaften der lokalen unitéren Transfor-
mation (3.7) und damit auch mit der Gestalt von Ui, ,U und Uto(nxd. n)U zu
beschéftigen.

3.6 CP-Darstelung

Im vorigen Kapitel wurde die lokale SU(2) Transformation U (x,7) mit der Eigenschaft

U'noU=0"

verwendet. In den Wechselwirkungstermen ergaben sich damit die Ausdriicke
U(x,7)d, U(x,7)
iU (x,7)o(n(x,7)x d,n)U(x,7).

Die Transformation 183t sich wie folgt [47,48] schreiben

(z -3
o2 3 ot

wobei die z komplexe Zahlen sind. Diese erflillen wegen U* U =1 die Nebenbedingung
Z, 7, +2,z,=1. Mit dem Eichfeld

A= —'2 Zd,.Z (3.16)

und den Nebendiagonalelementen
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B,.=20"0,.Z
§XI=—ZO-yaxrza

wobel Z=(z,z,)" ein Spinor ist, folgt

Ui(x,7)d,,U(x7)=i A, 0°+iB,,0 +iB,,0" =i A, 0" +K,

iUf(x,7)o(n(x,7)xd,n)U(x,7)=-2i(B,0” +B,0") =-2K,. (3.17)
Die Termein der Wirkung mit fermionischen Anteilen werden so
R 1 iR . , ,
(H,) =2—ajdxf RL(X){(§T+I A 0°)+w, K, } f R (x) (3.18)

(Heo+ He) ™ +(Heww) " =

:;IdeTR,L(X){iiVF (07X+i A<O'Z )iiVF W, KX} f R,L(X)

, o1
(HB)R "= JB?aIdX f TR'L(X){_ZWN Kr} f o5 (x)

Mit der kovarianten Ableitung D, , =d, . +i A ,o° bekommt der Anteil der Wirkung,
der fermionische Anteile enthalt, die Form

S=5+%

i
SRt =Idz'21aJ'de*R’L{D,7riVF D, +W,, (K, Five K)+2jgw,, KT}fR’L
0

Bis auf konstante Faktoren und Integrationen lautet das nichtlineare c-Modell
1 2 ) 2
Z(ax,r n) = ‘ (ax,r =1 A(r)z ‘ *

Beim topologischen Term steht in der Wirkung

n(dnxad,n)=2(d, A -3, A).
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Wie man zu diesen Beziehungen gelangt, wird im Anhang J beschrieben.
Die Wirkungen des nichtlinearen -Modells und des topologischen Terms sind damit

Siw =y Fa[ar| (0,0 + (20 |

Vs

s
o W szfdz'f dx{(&x n)’ +V12(&, n)z}

B
=4y, szjdrjdx{ (0, i AK)ZZ+V12(&,—i A,)Zz}

Sep =1 sfdrjdx[ax A-3d, Al

Die jetzt erhaltene Wirkung des Gesamtsystems S=—SF— St — S,y — S, ist im Sy-
stem mit lokaler Spin-Quantisierungsachse formuliert. Will man in das System mit glo-
baler Spin-Quantisierungsachse zurtickkehren, mul3 man folgendes beachten:

Beim Kontinuumsiibergang und dem Ubergang zur CP*-Darstellung hat man aus dem
kinetischen Term (3.6) den Ausdruck (3.18) erhaten. Ein freles fermionisches System
liegt bei j, =0 vor. Dann gilt

ot d.op— TR D, -K, } F*(x)  fur j, =0,
woraus die Ubersetzungsvorschrift

X, T

t*(x){ D, -
& d* (U] D, - K,, Ui (x) = (x)d,, o (x)

X, T

Ky } TR0 = (%)3, , & (x)

fur die Ruckubersetzung in das System mit globaler Spin-Quantisierungsachse folgt. Ge-
nauso kann man sich anhand der Berry-Phase

ofia(n xd.n e — fTR'L(X){ZKr} tH5(x)  fur je=0
Uberlegen, dal3
PR (XK, , fRY(X)= a*R’L(X)IZO'(ni x 3. )™ (x)

o a™(x)U(x) KX,,U*(x)aR’L(x)=oﬁR’L(x)i20'(nix&,ni)aR’L(x)
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gelten muR. Bei diesen Ubersetzungsvorschriften macht sich also auch wieder die Ver-
knupfung der unitéren Transformation mit den Fermionen und dem bei ihnen durchge-
fuhrten Kontinuumsiibergang bemerkbar. Das Vorzeichen des nichtdiagonalen Anteils
des Eichfeldes K, , hangt explizit davon ab, in welchem Band die Fermi-Punkte liegen,
um die man entwickelt.

Fur die Wirkung im System mit globaler Spin-Quantisierungsachse bekommt man dann

s
S =Idr21(31Idxf*R’L{(D,— K,)Five (D, - K,)+
0

+(1+WN)(KT$ivF K)+2jsw,, K }fRL

s
S =Idr21(31Idxa*R’L{8, Five d +
0

+i2(1+WN)(O'(nxafn>$iVF a(nxan))+

+ijgw,, o(nxd,n) o™,

3.7 Wirkungin Form eines Weyl-Feldes

Unter einem Weyl-Feld versteht man ein Dirac-Feld fir masselose Fermionen. Die in den
letzten Kapiteln abgeleitete Wirkung kann in Form eines solchen Feldes geschrieben
werden. Dazu ist zunéchst die Wick-Rotation 7=—it und x’°=v_t sowie X' =X aus-
zufuhren. Sie bedeutet, daf3 man mit

B 1 iveh i
_([dz' :E _([dx Jd....=1Vv. o
fax...= [axt d .=,

ersetzten muf3, um dann
jdx [axtai®(x){9, 7 9, +
0

|2(1+WN)( o(nxad,n)¥ (nx&n))

+i jg Wy, o(nxd, n)} RL(x)
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zu erhalten. Mit der Spinor-Definition

[“TRJ [aRj
t_ : _
Velat) 0 Vol

ergibt sich die Wirkung in Form eines Weyl-Feldes

S = Ivjf:ix Idx 7 {g/ y'ad, +

2(1+WN)7/ y*o(nxd,n)+
+i oWy, ¥ 7o (nxan) by,

Die hierbel auftretenden Gamma-Matrizen sind durch

0_[0 1) . 1_[ 0 1)
Y={1 0/ Y710

gegeben. Sie gehorchen der Algebra der Dirac-Matrizen.

10
[y".7] =21 ”:[o _1j-

Mit dem adjungierten Spinor
y=y'y°

folgt
I Idxy/{ o, +
+;-(1+WN)7/”O'(I‘]><07#H)+
+jgw, 0 (nxan)}z/f

Aus der Kontinuitét ergibt sich die Form des fermionischen Stromes

'“‘t

Lyr'y=0 = ji=yriy.

49
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Hier koppelt aber nicht der U(1) Strom der Fermionen an das nichtlineare -Modell,
sondern der SU(2) Spin-Strom der Fermionen'®

jr=yoyiy.

Mit dem Spin-Strom des nichtlinearen 6-Modells

js,r:_is(nxarn) - js,oz_Psi\/\/':<nX80n)
S S
js,x:_ps<n><07xn) = js,lz_ps<n><071n)

erhdlt man insgesamt eine Strom-Strom-Kopplung zwischen den beiden im Modell vor-
kommenden Spin-Stromen:

. ive B

i .
SF=—27a J;dXOIXm[leﬂé’#W—
T+why [1+WN - j 1ivs o
- Jelsat T gW - e
2ps FJS1 2 B "l ps VF F S,O]

Hierbel wurde pg=2v, s° verwendet. Der Wechselwirkungsanteil, der von der Berry-
Phase herrihrt, bricht die Raum-Zeit-Invarianz, da hier nur die Nullkomponenten der
Stréme aneinander koppeln.

18 5ehe hierzu auch Anhang K
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4 Kontinuumsiibergang bel einer Leiter

4.1 Kontinuumstibergang fur die Spins

Beim Kontinuumsiibergang fur die Spins miissen bei einer Spin-Fermion-Leiter haufig
die gleichen Rechnungen wie bei einer Spin-Fermion-Kette durchgefihrt werden. Des-
halb sind in den folgenden Kapiteln nur die Unterschiede und Verkniipfungspunkte zur
Ableitung der Feldtheorie einer Spin-Fermion-Kette dargestellt.

Zunéchst einmal gilt fir die Zustandssumme einer Leiter genau das gleiche wie bei einer
Kette.

Z=Tr (e—ﬁHF Tr e‘ﬁ(HFerHs)]
} {s}

{F

In der zweiten Spur Uber die Spins soll wieder mit Hilfe der Hubbard-Stratonovich
Transformation die Spin-Spin-Wechselwirkung entkoppelt werden. Beim Heisenberg-
Term

H __ 1 Ji (S-S * + const.
S 247

fuhrt man unter periodischen Randbedingungen fur die y-Richtung, was

J, fur x - Richtung
" | J, firy-Richtung

bedeutet, die Fourier-Transformation in den Impulsraum durch. Das ergibt

He=-2Y f(k)S.S,  mit f(k)=J (1~ cosk, a)+%(1— cosk, a)
k

und

T
k,=0,—
y a

Wendet man die Hubbard-Stratonovich Transformation (3.1) an und kehrt wieder in den
Ortsraum zuriick, folgt
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exp{; > 3 (S —Sr)z} =

(%)

~[pg exp{—g% ai (o —¢,,)2 —25%%,(% —gi,)s}.

Insgesamt ergibt sich so fur die Zustandssumme

Z=[Dg¢ Dc' Dce

und die Einteilchen-Zustandssumme

Z =Tr[Texp{—idr[2(iZﬂJ“,(Qi—gi,)Jr J. Rij SH

Mit der Methode der verallgemeinerten Berry-Phasen |83t sich die Einteilchen-Zustands-
summe fir eine Leiter bestimmen. Unter Verwendung der Abkiirzung

O =%+ R, :zzJii'(¢i_¢i,)+JK R; (4.1)
(i) -

folgen genau die gleichen Ausdriicke wie bei einer Spin-Fermion-Kette (3.3). Diese las-
sen sich nach Potenzen von J, R, entwickeln, was bis auf die Definition (4.1) die schon
bekannten Resultate liefert.

Aus der klassischen Wirkung des Hubbard-Stratonovich-Feldes folgt die antiferromag-
netische Konfiguration

=s(-1)'n mit |n|°=1. (4.2)

An dieser Stelleist essinnvoll, den Platzindex i in zwel aufzuteilen:

p: Platzindex in x- Richtungd.h. p=0,£1,£2,...
g: Platzindex iny - Richtungd.h. q=1,2

Somit wird aus (4.2)
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6 =S(-1""ny.

Benachbarte Ordnungsparameter np; und n,, kdnnen mit den Basiswechsel

1
np =27Np(np2+np1)

1
m, :z—a(npz—npl)

zu einem Ordnungsparameter n, zusammengefaldt werden. Die Umkehrung dieses Ba-
siswechsels lautet

Npg= Npnp+(=1)%am,. (4.3)

Den Faktor N, bendtigt man zur Normierung von n, auf eins, er ist

Np=y1-a’m5j.

Nun ist die Gradientenentwicklung fir den Ordnungsparameter in x-Richtung durchzu-
fuhren.

an 1 . d%n
pq pa PP’ S say, qu +0(a3)
ax 2™ Ix

Die einzelnen Entwicklungskoeffizienten sind

anpq J q amp anp q amp 2
o _E(anp)+(—1) a— P=N,— 2+ (-D'a— +0(a%)
2%n 2%n 2?m

g _ P (1) p 2
57 =Nz +(-1)%a 5 +0(a°)

Somit folgt
an am
Nyg=N,n +(-D%am_ +a, N, axp+(—1)qaapp, 8xp+
(4.9
il N 82np+(9(a‘°‘)
2 pp p axz

Setzt man nacheinander (4.2) (4.3) und (4.4) in den quadratische Anteil der Wirkung
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B
Sq =;Idfz J“' (?. _¢i')2
o (i)
ein und beachtet, dal3

Z:lzzKette:z_l:2 Zapp'zo Zalzap'zzaz (4.5)
(p"p) (p’;p)

(p';p)

gilt, bekommt man unter Vernachléssigung eines konstanten Faktors das Resultat
A 2
§, =const.— J a2 & [dz Y. N2(d,n,) +0O(a%).
0 P.q

Bei den restlichen Termen stellt sich die Aufgabe, ¥, durch (4.2) (4.3) und (4.4) auszu-
drtcken:

—i = —pg

Y =¥ = 28(— 1)| Z N (ni + ni')
(i"39)

gpq:ZS(—l)P“{ZJ(npq+np»q)+2 J anpj. (4.6)

(p;p)

Einsetzten von (4.3) und (4.4) in (4.6) liefert Summen der Art (4.5). Unter Beachtung
von n, m, =0 folgt

W oo =(—1D""45(J Zge + I )N, N, -

—Pq
J n.ad’n
11 2 I p“x ''p O 3 .
{—Fa Z(JHZKette+ Jl) ‘np‘z J—F (a)

Fuhrt man formal die Koordinationszahl Z mit

J
Z:ZKette"'Tl
I

ein, und fal3t N, und np,zu N, = N, n, zusammen, ergibt sich unter Beachtung von
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formal das selbe Resultat wie bel einer einzelnen Spin-Fermion-Kette

27 92§
inpax n,
27 ‘2

+ \ > =
Y, =(1" q4;“sz | 1+

+0(a’)
m,

mit der Geschwindigkeit vy = Jja = const .
Fur die zeitliche Ableitung folgt

Pl N, +0()

; ptd s VH 5% 2
¥.=(1 4zsznp+(9(a)-

Betrachtet man bei der gesamten Naherung also nur Terme bis @ (a®) einschlieRlich, gilt

p=x"'p

N d.n :&X(anp) und Np&,np:&,(anp).

Die Resultate bel der Spin-Fermion-Kette kdnnen tbernommen werden. Hierzu sind fol-
gende Ersetzungen durchzufthren:

n — M, d. N, =0(a?)
z2—>7Z

IR I

(-0 > (1™
Beim topologischen Term mul3 man etwas aufpassen. Wegen g =1,2 verschwindet er.

p _
s*=isfdrY (-1 AZ[A,] ddr;"

A Jn aﬁj
— _1q- 1 P P
Zq:( ) |saj;dr p_%adenp[ X ar

=0

An dieser Stelle ist leicht einzusehen, dal? der topologische Term nur bei einzelnen Ket-
ten und Leitern aus einer ungeraden Anzahl von Ketten vorkommt.
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Insgesamt bekommt man jetzt fur die Wirkung folgenden Ausdruck

:—Idr Zcfga—c Zt” fCro—t Zcfacm+

JJ'
+E2Np(—1)p*q(npqu)+
a p.q
Vi ) [ a“pj
N°R_ | n_ X -
VH'Z"% p pq p d

T

wsazn () o(Z5) ] ot

mit
_ J J
Z=Zgot = =2+—
= J Jj
Vs =22V, sVZ
Ve=Jca

Die Ausdehnung des Spin-Systems in y-Richtung macht sich nur noch im Normierungs-
faktor

N, =1+a’m, :1+(9(a2)

bemerkbar. Flhrt man fir das Spin-System den Grenzilbergang a — 0 in y-Richtung
aus, konnen in der abgeleiteten Wirkung alle Normierungsfaktoren N, gleich eins ge-
setzt werden.

Das Spin-System wird nach diesem Kontinuumsiibergang durch das nichtlineare o-
Modell, das keine Ausdehnung in y-Richtung aufweist, beschrieben. Mit diesem streng
eindimensionale System wechselwirken die Fermionen.

4.2 Kombinationszustande

Beim Kontinuumstibergang fir die Spins bei einer Leiter ist man vom Platzindex i zu
den zwei Indizes p und g Ubergegangen. Aus diesem Grund mul3 auch der rein fermio-
nische Anteil H. und R, durch diese Zahlweise ausgedruickt werden. Mit der Notation
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o Yo
(i.i%(p.a)
o o
_ o+t
R= 2 (-)""%c o _c.,
(1.i%(p.a)
0,0

Mit der symmetrischen Kombination

- 1 o,
Cqul,a=§ Z(_l) CJT,G
(is(p.))

~1 1

he =, TV

i(p.a))

bekommt man fur die Wechselwirkungen, wie beim Fall einer einzelnen Kette, eine lokale
Form

He=-4s3 > (-1t n o, E
p.q

pg,o”

0,0
H ——iiZ(’:‘*1 o (n Xad.n )El
B 37 pa,c ZLoo’ \''p ' 'p)~pa,o’
I

23
Fur den zweiten Term von H_ folgt

f- Z (_ 1)0‘ii o C}L,G Cj',tf = 4:{2 Eﬂ Co
(1,i%(p.a)) P

Beim ersten Term von H. bendtigt man wieder die nichtsymmetrischen Kombinations-
zugtande C2,, €3, und Cif
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- tOO Z {(_ 1)%”8\//2 o2 q];aey/z,a Q—aey/z,a +
+ (_ 1)aiVi+eX/2+ai'i_EX/2 Qtan/Z,a Q—an/Z,G + hC}
Fur den ersten Term hiervon ergibt sich eine Konstante

o tay & _ o1 _
too (=D ¢l ¢, =4tn > T, Ty, =CONSt,
(3,i%1) P
o

beim zweiten bekommt man

t
2 4 t4 2 _ ‘oo ~1 =1 ~t1 =1
loo Z {Cpq o Cpa.o t Cpa.o Cpa, 6} {Cpl,a Cr2o T Cpo6 Cpro - } '
p,o

wobel die Terme mit nichtsymmetrischen Kombinationszustanden nicht explizit aufge-
fuhrt wurden.
Beim dritten Term geht man analog vor.

i1 3 13 3 _ oo g1 gt
_tOOZ{Cpqa pqa+hc} ~too Zcpqa pa.oc Z{ pa.o Cpa.o T }
P <g:g>

Insgesamt bekommt man so folgende Terme:

— 00 =1 ~1 oo ~ 1 ~1
= Z{ pqo' pqa } Z{ plo‘ p2(7 szCp1,G+...}—C0nst

H, =—4sJ, Z(—l)p+q ¢ ono, Cr.

o,0’

B:'JKZC (n xan) o

Pq

Als néchstes mufdte man auch wieder die Bandstruktur des statischen Anteils bestimmen,
um dann zu sehen, mit welchem Gewicht der symmetrische Zustand im tiefsten Bandzu-
stand vorkommt. Es ist aber nicht zu erwarten, dai? sich eine qualitative Anderung ge-
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gentiber dem Fall einer einzelnen Kette ergibt. Deshalb sollen im néchsten Kapitel die
nichtsymmetrischen Zustande gleich vernachlassigt und mit dem Kontinuumsiibergang
fur die Fermionen fortgefahren werden.

4.3 Kontinuumslbergang fir die Fermionen

Nach dem Ubergang auf Kombinationszustande ist man bei folgendem physikalischen
Bild angelangt: Fermionen hiipfen von einem Platz zum néchsten, entlang und zwischen
den beiden Ketten. Sie wechselwirken lokal mit der streng eindimensionalen Spin-
Struktur. Obwohl die Hipfmatrixelemente entlang und quer zur Leiterrichtung gleich
groB sind, ist es sinnvoll, diese separat zu betrachten. Im Grenzfall t >t bzw. t, —0
sollten die Ausdriicke mit denen bei einer Kette Ubereinstimmen.

JB)(_]-) JK : E
[ N J : 'ﬂ ﬂ i ﬂ o0
JB) D |
! 0] O ' @)
! 1 2 !

_______________________

Abb. 4.1: Struktur der Spin-Fermion-Leiter mit den Platznumerierungen in der Einheits-
zéelle.

Verwendet man die Bezeichnungen

Poo—gi &y, o = Co

apqxff pa.o pa.o pa.o ?

hat die Wirkung die Form

B
S:—IdT[Zaf&,ai - HFH - HFL - HK - HBj _S\"O'M
0 i
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_ T
Hr_zapq 071 apq
p.q
_ T
HFH _tH Zapq ap'q
(p.p")
q
He, :2tl2{aglap2+h.c.}
P

He =i ()" alyn o

pg " "p = ""pq
p.g

He=ijs> afqo(n,xd,n,) o,
p.q

mit den Abkirzungen

t
L=t =_%
Jk =—4sJ
. Iy
JB=_JHZ

4 Kontinuumstibergang bei einer Leiter

Die Transformation auf das System mit lokaler Spin-Quantisierungsachse geschieht mit

T _ oz

Uyn,oU =0
und

T _ f1 T

apq_quup

O =U, qu’

was folgende Terme ergibt:
H=>f(2.+Ulo,u,)f,
p.q
He =1 Z prquUp' Forg
(p.p)
q
He, =2t 3 {f} f,+hc}
p

He= i 2 (=97 o fig

p.q

He =i jg>. f;ugg(npxa,np)up f
p.q

pq -
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Den Hupf-Term entlang der Leiter entwickelt man wie bei einer Kette

He :t<z>frffp' +Q<Z>(‘9<P'— p)-6(p-p))tjUioU, T, +0(a),
p.p’ p.p'
q

q

wobei der Entwicklungskoeffizient Q wieder gleich dem Vorfaktor von J, f, nach dem
Kontinuumsiibergang ist. Der Term zerfélt in einen wechselwirkungsfreien und einen
wechselwirkenden Antell.

Hey=Hepo+ Hepuw

Heo=t 2 fo £,
(p.p)

q
He =Q<Z>(9(p’— p)-6(p-p)) fLUIAU, T,
p.p’

q

Als Einheitszelle wéhlt man den in Abb. 4.1 eingezeichneten Bereich und schreibt dann
die einzelnen Terme mit den Platznummern an. Durch Fourier-Transformation mit an-
schliel3ender unitédrer Transformation

1 .
me,x = sz,; fl e, exp(l k xpm,,()

1 S,
fp,'n,lc' = W I%'Q(,’K,’I Y exp(—| k Xp,'n,l(')

W, = Dow, exp(— ig xpm,,()
q

erhét man einen Hamilton-Operator der Form

— T af L
H - Z fk,l Q<,K,A M QC,K',A' fk',l' ’
k,k’,q
A A

K,k

wobel die Matrix M vierdimensional ist und sich aus der Addition der folgenden Matri-
zen ergibt:

M g0 =216, cos(k’a) J,

o’

o O — O
o O O B
R O O O
o »r O O
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0010
0 001
M FL = 2ti 5k,k' 5(7(7' 1 0 0 0
0100

1 000
. 0100
M e = (0= 0(K) g (U AU) | 0 o 1
0 001
1 0 0 O
_ , 0 -1 0 O
My =jk6wO 0 0 -1 0
0O 0 0 1
1 000
_ o 0100
Mo = s dequ (iU alnxanu) | = 0
0 0 01
1 000
N 0100
M,=(5k,k»8,+5k_q,k'(u an)Q) 0010
0 0 01

Beim statischen Anteil sind die beiden Fédlle =T und o={ entartet, weshalb fiir die
Bandberechnung die Betrachtung von o =T geniigt. Das zu |6sende Eigenwertproblem
lautet

det{M pjor + M 10+ M 4, —€1)=0,

bzw. ausgeschrieben:
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—€ 2t cos(k’ a) 2t, 0
2t cos(k’ a) —£ 0 2t _o
21, 0 ~£ 2t,cos(k’a) |~
0 2t, 2t cos(k’ a) —€

Hieraus bekommt man folgende vier Bander:

2 2
t . t
£ = —Jjﬁ +4t? [cos(k’a) +lj &= —\/j,i +4t? [cos(k’ a) —ij

f,

2 2
. t . t
& = +\/1§ +4t? [cos(k’a) —tij &= +\/J,§ +4t? [cos(k’ a) +tij .

Anhand der Skizze des Bandschemas erkennt man die Anderungen, die sich von der rei-
nen Tight-Binding-Kette Uber die Tight-Binding-Leiter hin zur hier betrachteten Spin-
Fermion-Leiter ergeben. Um das Ganze deutlicher zu machen, wurde in Abb. 4.1 nicht
der realistische Wert t, =t,, sondern t, =1/2t, gewahit.

jK:O

tiszw/z i
/.

8? jk=0

Abb. 4.2: Bandstruktur einer Tight-Binding-Kette (a), einer Tight-Binding-Leiter mit
normal grof3er Einheitszelle (b) und mit doppelt so grof3er Einheitszelle (c) sowie einer
Spin-Fermion-Leiter (d).
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Bestimmt man zunéchst die Bandstruktur einer Tight-Binding-Kette, ergibt sich ein Ko-
snus-Band. Koppelt man zwel Tight-Binding-Ketten zu einer Tight-Binding-Leiter,
gpaltet dieses Kosinus-Band in zwel auf, wobel der Bandabstand durch das Matrixele-
ment der Hupfprozesse quer zur Leiter bestimmt wird. Er betrégt 4t . Verdoppelt man
die Grof3e der Einheitszelle, werden die Bander von den Bereichen —r<ka<-7/2
und z/2<ka<z in den Bereich der verkleinerten Brillouin-Zone —z/2<ka<r/2
"hineingeklappt”. "Schaltet" man nun die Kondo-Wechselwirkung ein, offnet sich eine
Energieliicke an der Bandentartung bel £=0 und nicht etwa am Rand der Brillouin-
Zone.

Betrachtet man Abb. 4.1 (d) konnte man auf den Gedanken kommen, dal3 das Bandmi-
nimum bel k=0 des zweituntersten Bandes evtl. unter der Fermi-Energie liegt. Dann
hatte man es mit vier statt mit zwel Fermi-Punkten zu tun. Dieser Fall tritt bel t, >t
auf. Geht man dagegen vom den realistischen Fall t,=t, aus, liegen die Bandminima des
zweituntersten Bandes am Rande der Brillouin-Zone und fallen mit den Bandmaxima des
untersten Bandes zusammen. Auch eine beliebig grof3 gewahlte Kondo-Wechselwirkung
J @ndert nichts an dieser Tatsache. Man hat es aso immer nur mit zwei Fermi-Punkten
zu tun!

Unter Verwendung des mit Experimenten konsistenten Parametersatzes ergibt sich fol-
gendes Bandschema:

, &/tewo f , , &/t f ,
i L=t ia : —-1,52 :
: | 2 ! !
7| A ! €r |7
T2 | ka i —1,58 2
e -1 e A Sa—
i i 21 —kea kea | ka
(@) (b)

Abb. 4.3: Bandstruktur der vereinfachten Spin-Fermion-Leiter beim Parametersatz
U =6tcio, A=4tco und too =—05tco (a). Betrachtet man nur die beiden untersten
Bander (b), sieht man leicht ein, dal3 nur zwei Fermi-Punkte auftreten.

Bel geringer Dotierung genligt es also, das unterste Band zu betrachten. Der Eigenvektor
zum Eigenwert g(k’a) ist
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1
1| X(K) |
kOT «/_N() X(k) ek,O,T
1
mit
X(Q) = i +\/j§ +4tH2(cos(ka)+tl/tH )2

2t, (cos(ka) +t /4, )
N(K) = /11 X2(K)

BeimFall o =1 erhdt man

X(k)
1 1
kOi «/_N( ) 1 = €0l
X(k)

Mit diesen Eigenvektoren sind jetzt wieder alle Terme der Wirkung zu transformieren.
Das dann folgende Vorgehen ist mit dem bei einer Spin-Fermion-Kette identisch. Bis auf
die Fermi-Geschwindigkeit und der Konstante w,, ergeben sich auch genau die gleichen
Ausdriicke. Die Fermi-Geschwindigkeit ist

_ 4t?a(cos(ke a)+t, /t, )sin(k, a)

\/jﬁ +4t? (cos(kF a)+t, /t, )2

und die Konstante der Spin-Umklapp-Prozesse
2t,(cos(ke @) +1, /t; )

__\/ji +4tH2 (COS<kF a)"'ti/tH )2 |

Nach der Rucktransformation in den Ortsraum folgt

(H2 = 5 [t 008 0w (0720),_ (012409
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(He o+ Hey + HK)R’% _ 1

z—afdx fIRY(x)S,,, {J_ri Ve d, } f () + const.

(e = g [ (9 ive e (012,00} 15410
(HB)::: B jBZJ-a.IdX f;R,L(X){W“' (I U]Lg(n Xo’), n)U)w,(X)} fGB’L(X) :

An dieser Stelle angelangt, kann man zum einen die Feldtheorie in der CP*-Darstellung
und dann auch im System mit globaler Spin-Quantisierungsachse anschreiben.
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5 Abgeleitete Feldtheorien

5.1 Zusammenstellung beider Theorien

Die in dieser Arbeit abgeleiteten Feldtheorien fur Spin-Fermion-Ketten und Spin-
Fermion-Leitern lassen sich jewells auf zwei verschiedene Arte darstellen. In einem Sy-
stem mit lokaler Spin-Quantisierungsachse, wobei ein Eichfeld auftritt und in einem mehr
anschaulichen System mit globaler Spin-Quantisierungsachse.

Im System mit lokaler Spin-Quantisierungsachse lautet die Wirkung der Feldtheorien

14
S=2(31£drfdx£

mit der Lagrange-Dichte
L=LE+Le+ Lygy +Liop (5.1)
wobel

L= 1RHD Five D +w, (K Five K )+2j5w K RS

. 1 .
Lyon :4ap{ (9, —i MZ\2+V7\ (9, -i A,)z\2
S

top —

o _]eai s[d, A, —d. A] bei einer Kette
0 bei ener Leiter

die einzelnen Anteile der Lagrange-Dichte sind. Die kovariante Ableitung im fermioni-
schen Anteil ist durch

e 1 z
Dx,r - ax,1' +1 A(,T o

gegeben.
Im System mit globaler Spin-Quantisierungsachse erhdlt man dagegen die Wirkung



68 5 Abgeleitete Feldtheorien

. ive B
S=—2la !dxojdxlé,

mit der Lagrange-Dichte £, die sich aus

L= L+ Ly + Lnaom + Liop (5.2)

Zusammensetzt. |m einzelnen:

’CF:l/7iy'ua,ul//
1+WN [-1 : iVs-o ; j jBWNiVs-o ;
5 |Jelsa—=7 1F] t+t—
2p, Flsa v, Flso pe V. Jrlso

2
Laiom = pzsva'; |:(071 n)2 _\\2(070 n)Z}

£,

t 0 bei einer Leiter .

_{ san(&onxﬁln) bel einer Kette

op

In den Theorien kommen zwel charakteristische Geschwindigkeiten, namlich die Spin-
wellen-Geschwindigkeit und die Fermi-Geschwindigkeit vor. Die Spinwellen-Geschwin-
digkeit ist gegeben durch

242 3, a8z bei einer Kette

Vg = J
> | 2v23as /ZKette—i_Tl bei einer Leiter.
I

Im allgemeinen sollte man davon ausgehen koénnen, dald die Spin-Spin-Kopplung quer
und léngs ener Leiter gleich grofR ist und mit der bei ener Kette Ubereinstimmt
Die zweite charakteristische Geschwindigkeit ist die Fermi-Geschwindigkeit.
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2t?asin(2k. a)
Ji2 +4t% cos?(k a)
4t?a (cos(k; @)+, /t; )sin(k; a)

\/j,i +4t? (cos(kF a)+t /t, )2

bei einer Kette

bei ener Leiter

Beim Ubergang auf Kombinationszustande hat sich der Zusammenhang
t
=t =t= _%
der Hupfmatrixelemente zum Sauerstoff-Sauerstoff-Hupfmatrixelement des Spin-
Fermion-Modells ergeben. In der Fermi-Geschwindigkeit ist die Konstante j, durch
Jk =—4sJ¢

mit der Stérke der Kondo-Wechselwirkung im Spin-Fermion-Modell verknUpft.
Ansonsten enthalten die Theorien noch weitere drei Konstanten. Die Spin-Steifigkeit
beim nichtlinearen o-Modell lautet

2J,as’ be einerKette
Ps= La J=J,

2J,as’ bei einer Leiter

und die Konstante w; | :
2t cos(kF a)
\/j,i + 412 cos?(k; )
2t (cos(kF a)+t, /) )

) \/j,i +4t7 (cos(kF a) +t /4, )

be einer Kette

be ener Leter

Zum Schluf fehlt noch j, . Hierbei handelt es sich um die Abklirzung

J ..
——K bel einer Kette
In Zeete

Ji ( Ziete+ I/ 9y )

—
©
Il

bei ener Leiter .
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5.2 Betrachtung von Grenzféallen

Das Spin-Fermion-Modell beschreibt ein fermionisches System, das tUber die Kondo-
Wechselwirkung mit dem Spin-System wechselwirkt. Setzt man die Kopplungskonstante
J. gleich Null, hat man es mit zwei frelen Systemen zu tun. In den hier abgeleiteten
Feldtheorien sollte dann natirlich die Strom-Strom-Wechselwirkung ebenfalls ver-
schwinden. Man Uberzeugt sich leicht, dal3 dies auch der Fall ist.

Aufgrund der zwel charakteristischen Geschwindigkeiten, Spinwellen-Geschwindigkeit
und Fermi-Geschwindigkeit, ist es nicht moglich, die Theorie beim fermionischen und
beim Spin-System gleichzeitig kovariant zu formulieren. Bis auf die Berry-Phase gelingt
dasim Speziafall

Selbst dann bricht die Berry-Phase die Raum-Zeit-Invarianz.

Die Spin-Fermion-Leiter besteht aus zwei gekoppelten Spin-Fermion-Ketten. Die
Kopplung der Spin-Ketten beschreibt das Verhdltnis J, /J; und die Kopplung der Tight-
Binding-Ketten das Verhdltnis t, /t, . Fihrt man den Grenzprozef3

J
—+ 50 -0
J t,

aus, folgt bis auf den topologischen Term das Resultat einer einzelnen Kette.

5.3 Physikalisches Szenario

In diesem Kapitel werden die Feldtheorien, die durch (5.1) und (5.2) gegeben sind, dis-
kutiert. Ahnliche Diskussionen fiir Theorien in 2+1 Dimensionen findet man bei [48] und
[51]. Die hier abgeleiteten Theorien fir 1+1 Dimensionen besitzen aber aufgrund des
topologischen Terms zusétzliche Eigenschaften.

Betrachtet seien zunéchst die Feldtheorien im System mit globaler Spin-Quantisierungs-
achse (5.2): £, beschreibt die kinetische Energie der Locher, die durch Dotierung der
Ketten und Leitern entstehen. Diese LAcher bewegen sich mit der Fermi-Geschwindig-
keit und sind masselos. Bel £y, handelt es sich um das nichtlineare c-Modell, es be-
schreibt die Spin-Fluktuationen der lokalisierten Spins. Je nachdem, ob man es mit einer
Kette oder einer Leiter zu tun hat, tritt ein topologischer Term £, auf. Er hat die be-
sondere Eigenschaft, nur ganzzahlige Vielfache von 2zi s annehmen zu kdnnen. Allge-
mein tritt dieser Term immer bel ungerader Anzahl gekoppelter Ketten auf. Bel gerader
Anzahl verschwindet er dagegen. Welchen Einflul er auf die Losungen der Theorie hat,
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wird bei der Diskussion der Feldtheorien im System mit lokaler Spin-Quantisierungs-
achse besprochen. Von besonderem Interesse ist auch £, . Hierbei handelt es ich um
eine Kopplung zwischen der lokalen Spin-Dichte der Locher und der Magnetisierung der
lokalisierten Spins. Solch eine Wechsalwirkung haben auch schon B. I. Shraiman und E.
D. Siggia [49] gefunden. Diese Wechselwirkung fihrt in zwei Dimensionen auf einen
spiralen Zustand der lokalisierten Spins [50]. Welchen Einflul? die Eindimensionalitét der
hier betrachteten Systeme und der topologische Term auf die Ergebnisse dieser Autoren
haben, mul3 allerdings noch Uberlegt werden.

Betrachtet man die Feldtheorie im System mit lokaler Spin-Quantisierungsachse (5.1),
stellt man zunéchst fest, dal? sie invariant unter der Transformation

Z—>d*"z

. A.—> At 4
f ,—o>e™f

N K.,=iB,o +iB,o"—>ie""B, o +ie”* B, 0"
f_,—ef_,

ist. Es liegt also eine lokale U(1) Eichinvarianz vor und bei Vernachlassigung der Terme
mit K, , reduziert sich die Lagrange-Dichte zu einer Eichtheorie fur die Fermionen, die
minimal an das Eichfeld A, ; koppeln. Wegen der Kondo-Wechselwirkung zwischen den
Sauerstoff-Ldchern und den Kupfer-Spins fuhrt der antiferromagnetische Hintergrund zu
einer zusétzlichen "Ladung" der Locher, je nach Spin der Locher. Die antiferromagneti-
sche Ordnung des Spin-Gitters definiert zwel verschiedene Untergitter. In bezug auf das
jeweilige Untergitter sind zwei Spin-Einstellungen der Locher mdglich, in diesem Sinn
hat man es mit zwei Sorten Fermionen und somit zwel Einstellmdglichkeiten der zusétz-
lichen Ladung zu tun. Weil das Eichfeld aus zwel Z-Bosonen zusammengesetzt ist, wird,
der Konvention von X. G. Wen [48] folgend, die Ladung mit Z-Ladung bezeichnet. Aus
den kovarianten Ableitungen der Fermionen und Bosonen liest man die Z-Ladung der
Tellchen ab:

Tellchen | Z-Ladung
z -1
z 1
f -1
f . 1

Tab. 5.1: Z-Ladung der in den Theorien vorkommenden Bosonen und Fermionen.

Fluktuationen des Eichfeldes A, . werden durch das nichtlineare o-Modell bestimmit.
Der in der Lagrange-Dichte (5.1) zunéchst fehlende kinetische Term fir das Eichfeld
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kann durch eine /N Entwicklung [51] erhalten werden. Dabei kommt der topologische
Term zum Tragen:

Nach G. Sierra [44] fuhrt ein nichtlineares 6-Modell ohne topologischen Term auf en
durch das Eichfeld A, . vermitteltes Confinement, d.h. es liegt ein lineares Potential fur
entgegengesetzte Ladungen vor. Dann kénnen nur Zusténde mit verschwindender Z-
Ladung beobachtet werden. Diese sind durch die gebundenen Zusténde z—z, f —z und
f — f gegeben. Beim Zustand z—z handelt es sich um Spin-Wellen mit einer Energie-
[ucke im Anregungsspektrum. f —z gehorcht der Fermi-Statistik und hat Ladung e, es
ist en spinloses Fermion. f — f ist schlief¥lich ein gebundener Zustand aus zwel Fer-
mionen ohne Spin aber mit Ladung 2e. Er kann mit einem Cooper-Paar identifiziert
werden.

Mit topologischem Term erhélt man eine massive Eichtheorie ohne Confinement [44]
und damit auch ohne die gerade diskutierten gebundenen Zusténde. Bel Abwesenheit des
Zustands z— z verschwindet die Energieliicke im Anregungsspektrum des Spin-Systems.
Wenn keine Bindungen der Art f —z und f —f vorliegen, ist zu vermuten, dal3 die
Fermionen eine Luttinger-FHussigkeit bilden.

Ob sich das hier vorgestellte Szenario fir 1+1 Dimensionen bei Berlicksichtigung der
nichtdiagonalen Anteile des Eichfeldes K, , &ndert, mufd noch untersucht werden. Laut
[51] ist dasin 2+1 Dimensionen nicht der Fall.
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Zusammenfassung

Ziel der Arbeit war es aus mikroskopischen Modellen von Spin-Fermion-Ketten und
Spin-Fermion-Leitern effektive Feldtheorien abzuleiten, um damit Effekte wie das Spin-
Gap, Spin-Ladungs-Trennung und Supraleitung untersuchen zu kénnen. Das gesamte
Vorgehen sollte dabei transparent geschehen.

Zuerst war die Methode des Kontinuumslibergangs bel einer Spin-Fermion-Kette zu
entwickeln. Dabei zerfiel das Problem im wesentlichen in zwel Teilaufgaben, den Konti-
nuumstibergang fir das Spin-System und den Kontinuumslbergang fir das fermionische
System.

Fur den Kontinuumsibergang beim Spin-System wurde zunéchst die Heisenberg-Wech-
selwirkung durch eine Hubbard-Stratonovich Transformation entkoppelt. An das da-
durch eingefiihrte Hubbard-Stratonovich-Feld koppelten jetzt die einzelnen Spins, die
anderseits Uber die Kondo-Wechselwirkung mit den Fermionen wechselwirkten. Beide
Kopplungen zusammen waren formal eine Wechsalwirkung eines Spins mit einem Ma-
gnetfeld. Mit der Methode der verallgemeinerten Berry-Phasen war es moglich, die Spin-
Freiheitsgrade in diesem Magnetfeld auszuintegrieren und somit eine direkte Kopplung
des Hubbard-Stratonovich Feldes an die Fermionen zu erhalten. Unter Beriicksichtigung
der antiferromagnetischen Ordnung konnte das Hubbard-Stratonovich Feld unter der
Annahme, dal3 nur niederenergetische Anregungen vorkommen, entwickelt werden, wo-
mit sich u.a. fir das Spin-System das nichtlineare 6-Modell und ein topologischer Term
ergab.

Um den Kontinuumstibergang fur das fermionische System ausfuihren zu kdnnen, war es
zunéchst notwendig, die in der Beschreibung noch enthaltene nichtlokale Wechselwir-
kung zwischen den hiipfenden Fermionen und dem nichtlinearen -Modell in eine lokale
Wechselwirkung umzuformen. Dazu wurden die vier fermionischen Zusténde innerhalb
einer Plakette linear kombiniert. Es ergab sich eine symmetrische und drel nichtsymmetri-
sche Kombinationen. Der Spin eines Fermions im symmetrischen Zustand kann anti-
parallel oder parallel zum lokalisierten Spin auf dem Kupferplatz ausgerichtet sein. Durch
numerisches Bestimmen der Bandstruktur des statischen Problems waren auch numerisch
die Eigenvektoren des tiefsten Bandes zuganglich. Bel der Bestimmung des Gewichts der
Kombinationszusténde im tiefsten Bandzustand, stellte sich heraus, dal3 der antiparallele
Zustand mit der grofdten Wahrscheinlichkeit im tiefsten Bandzustand vorkommt. So war
es gerechtfertigt, das gesamte Problem auf Kombinationszusténde umzuschreiben und
ale nichtsymmetrischen Zustande zu vernachléssigen. Dabel wurde allerdings zunéchst
auch der parallele Zustand mitgenommen, er entfiel dann im néchsten Schritt.

Im néchsten Schritt war das statische Problem zu diagondisieren, um mit den dadurch
definierten Eigenvektoren das gesamte System zu transformieren. Weil die Wechselwir-
kung der Fermionen mit dem Spin-System raumdrehinvariant ist, war es fir die Diagona-



74 Zusammenfassung

lisierung des statischen Anteils zunéchst notwendig auf eine lokale Spin-Quantisierungs-
achse Uiberzugehen. In diesem konnte dann die Bandstruktur des statischen Anteils be-
stimmt und mit den Eigenvektoren des untersten Bandes das gesamte System transfor-
miert werden. Nach linearer Entwicklung um die beiden Fermi-Punkte und Berticksichti-
gung, dal3 bei kleinen Impulsiibertrdgen keine Rickwarts-Streuung stattfindet, gelangte
man zu einer kontinuierlichen Beschreibung im Impulsraum. Die Ricktransformation in
den Ortsraum bei gleichzeitiger kanonischer Transformation lieferte schliefdlich die ge-
suchte kontinuierliche Beschreibung, d.h. die gesuchte Feldtheorie im System mit lokaler
Spin-Quantisierungsachse.

Der Ubergang auf ein System mit lokaler Spin-Quantisierungsachse definiert eine spezi-
elle Darstellung des nichtlinearen o-Models, die CP*-Dartellung. In dieser tritt ein Eich-
feld auf, das an das Spin-System beschreibende Z-Bosonen koppelt. Der diagonale Antell
und die nichtdiagonalen Antelle dieses Eichfeldes koppeln ihrerseits wieder an die Fer-
mionen. Von dieser Darstellung gelangte man auch wieder zu der mit globaler Spin-
Quantisierungsachse.

Im System mit globaler Spin-Quantisierungsachse wurden die Wirkung der Fermionen in
der Form eines Weyl-Feldes geschrieben. Weiterhin zeigte sich, daf3 die Wechselwirkung
zwischen fermionischem und Spin-System durch eine Wechselwirkung zwischen den
jeweiligen Spin-Stromen gegeben ist.

Nachdem die Methode fir den Kontinuumslibergang bei einer Spin-Fermion-Kette voll-
standig entwickelt war, konnte die Erwelterung der Methode fir eine Spin-Fermion-
Leiter vorgenommen werden. Die Hubbard-Stratonovich Transformation lief3 sich unter
Verwendung von periodischen Randbedingungen sowohl in Richtung der Leiter as auch
quer dazu durchftihren. Durch das Zusammenfassen der Ordnungsparameter einer Spros-
se, war der Kontinuumstibergang fur das Spin-System auf den einer einzelnen Kette zu-
ruckfihrbar. Im Gegensatz zur Kette entfiel aber der topologische Term.

Nach dem Umschreiben des Systems auf Kombinationszustande und Vernachlassigung
aler nichtsymmetrischen Zustéanden gelangte man wieder zu lokalen Wechselwirkungen
zwischen fermionischem System und Spin-System. Die Bandstruktur bestand aus vier
statt aus zwel Bandern. Unter der physikalisch wohlbegrindete Annahme, dal3 die
Hupfmatrixelemente langs und quer zur Leiterrichtung in der gleichen Gréf3enordnung
liegen, ergaben sich nur zwei Fermi-Punkte. Um diese konnte auch wieder linear entwik-
kelt werden, was im Endeffekt zu einer im Vergleich zur Kette modifizierten Form der
Kopplungskonstanten fihrte.

Um einen Vergleich zu ermdglichen, wurden die abgeleiteten Theorien zusammenge-
stellt. Betrachtungen von Grenzfélen zeigten, wie beide Feldtheorien untereinander und
auch mit den zugrunde liegenden mikroskopischen Theorien zusammenhangen. Hiernach
folgte eine Diskussion, des durch die Theorien beschriebenen physikalischen Szenarios.
Dabel zeigte sich, dal3 der Unterschied der magnetischen Eigenschaften von Spin-Ketten
und Spin-Leitern oder allgemein von Leitern mit ungerader Anzahl von Ketten und gera-



Zusammenfassung 75

der Anzahl, durch den einmal vorhandenen und das andere mal verschwindenden topolo-
gischen Term erklérbar ist. Entsprechend sind auch Unterschiede bel den Transportei-
genschaften dotierter Systeme zu erwarten.
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Anhang

A Ansichten von Kristallen
Im Kapitel 1.5 sind einige Materialien genannt, die aus Spin-Ketten und Spin-Leitern
bestehen. Hier sind perspektivische Ansichten der Kristalle zusammengestellt:

@o
oV

Ju

1

Abb. A.1: Leiter aus magnetischen V*™*-lonen mit Spin s=3 in (VO),P,0; zusammen
mit den zugehdrigen Sauerstoffionen.

Abb. A.2: Ansicht eines unter hohem Druck synthetisierten LaCuO,s-Kristalls, der aus
Kupferoxid-Leitern besteht. Die Kupfer-Spins sind hier nicht frustriert.
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Abb. A.3: Kristalstrukturen von CaCuO; (a) und SrCuO, (b) unter Normaldruck und
Hochdruckphasen von SrCu,Os (¢) und SroCuzOs (d). Die Quadrate reprasentieren Pla
ketten aus einem Kupferion und die vier umgebenden Sauerstoffionen.
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NG
bL
OO
a
e Sr
e Cu
o O
QAP
'4— Achain
(b)

Abb. A.4: Pergpektivische Sicht auf die Kristallstruktur von (Sr,Ca)14Cuz4O4; (@). Diese
Materialien bestehen aus Spin-Ketten (b) und aus Spin-Leitern (c), die sich schichtweise
abwechsaln.
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B  Zur Notation

In diesem Abschnitt sollen einige in der Arbeit verwendete Notationen erlautert werden.
Eine eckige Klammer bei Summen der Form

3.

(1,17

bedeutet, dald nur Uber alle direkt benachbarten j und j° summiert wird. Beim Aus-
druck

3

(5:i)
summiert man Uber alle néchsten Nachbarn j von i . Entsprechend gilt
>.=YY
(5:i) (5)
ISEDR I
()i

(i.i%i)

Zwei Operatoren mit entgegengesetztem Spin in einem Vektor zusammengefaldt, ergeben
einen Spinor:

s
( CO-:T j _[ CO-:T j
t c=
CO':~L CG:i

Zur Ubersichtlicheren Darstellung werden die ersten beiden Indizes in manchen Kapiteln
in Klammern hinter den Operator oder Vektor geschrieben. Esgilt z.B.

i k K
Goomdl] dumdl) e[t

entsprechend fUr das hermitesch bzw. komplex Konjugierte.

Ein Pfell auf dem Ableitungszeichen bedeutet, dal3 zuerst nach dem rechts stehenden
Ausdruck und dann mit umgekehrtem Vorzeichen nach dem links stehenden Ausdruck
abgeleitet wird.

CT

Z29,2=29,2-29,Z

Die Heaviside-Funktion 6(x) ist definiert durch
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6(x)

1 fir x>0
0 fir x<0O.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist
ab=anh,

bei a-b handelt es sich dagegen um ein dyadisches Produkt. Weiterhin bezeichnet
a(bxc) ein Spatprodukt [52].

C  Mikroskopische M odelle

In der vorliegenden Arbeit werden einige mikroskopische Modelle erwahnt und nicht
weiter erklart. Das soll an dieser Stelle mit der jewells einfachsten Variante nachgeholt
werden:

Tight-Binding-M od€ll

Das Tight-Binding-Modell beschreibt Fermionen, die nur Né&chste-Nachbar-HUpfpro-
zesse ausfuhren:

HTB =—t <Z> qu G
Aus der Transformation in den Impulsraum folgt als Bandstruktur eine Kosinusfunktion

HTBzzg(k)C:Ck e(k)=-2t COS(ka)

k
und bei Halbfllllung k- a= /2 die Fermi-Geschwindigkeit

Ve :&;E(k) =t2ta.

k=tke

Hierbei ist a die Gitterkonstante.

Hubbard-M od€ll

Berlicksichtigt man den Spin der Fermionen, kdnnen sich im Tight-Binding-Modell auch
zwei Fermionen mit entgegengesetztem Spin auf einem Platz aufhalten. Beim Hubbard-
Modell ist das nur unter Aufwendung der Energie U méglich:
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Y- =—t<Z> G tU2n.n, N,=¢,G,

Die Fermionen unterliegen in diesem Modell einer intraatomaren Coulomb-Wechselwir-
kung. Im Impulsraum lautet der Hamilton-Operator

U
H ubbard = Z e(k) C:,a Co +V_V§Cz+qﬁ CZ'—q,i Gt Gr s

k,o
q

wobel W<t die Bandbreite ist. Wenn ein Fermion pro Gitteratom vorliegt, kann im fast
lokalisierten Grenzfall U/W> 1 das Hubbard-Modell auf ein effektives Heisenberg-
Modell abgebildet werden.

Helsenber g-M odell

Ist an jedem Gitterplatz ein Spin S lokalisiert, der mit seinen direkt benachbarten Spins
wechselwirkt, hat man es mit einem Heisenberg-Modell zu tun:

HHeisenberg = JH <Z,> SI Sl'

|.a. ist der Zusammenhang zum Hubbard-Modell durch
1 T
SI = E Z,Q,O' Q-O',O" Q,O"

gegeben. Fur J, >0 folgt ein antiferromagnetischer Grundzustand und fur J, <0 en
ferromagnetischer.

t-J-Modell

Ist beim Hubbard-Modell nicht exakt ein Fermion pro Gitterplatz vorhanden, ergibt sich
im fast lokalisierten Grenzfall U/W > 1 dast-JModell

Hu=to 2 (1-n,)dy 6, (1-n, )+ 3, 285

o

Zusétzlich zu den wechselwirkenden lokalisierten Spins hat man es mit Fermionen, die
Nachste-Nachbar-Hipfprozesse ausfiihren, zu tun. Wegen den Faktoren (1-n __) sind
keine zwei Fermionen auf dem selben Platz anzutreffen. Die Spins der hipfenden Fer-
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mionen bilden mit den lokalisierten Spins Singuletts, am Platz der Fermionen verschwin-
det der Spin. Deshalb spricht man auch von Léchern im Spin-Gitter.

D Fddtheoretische M oddle

Diein der Arbeit vorkommende feldtheoretische Modelle sind zum einen das nichtlineare
o-Modell und das Luttinger-Modell. Diese Modelle sollen hier kurz vorgestellt werden.
Die Stellen in der Literatur, wo ihre Eigenschaften ausfihrlicher diskutiert werden, sind
angegeben.

Nichtlinear es o-M odéll

Die Lagrange-Dichte des nichtlinearen c-Modells ist

1
Lo = % {(07)( n) + F(o’?, n)z}
S

mit der Nebenbedingung |n|* =1. Ohne diese Nebenbedingung hétte man es mit der
Lagrange-Dichte eines normalen Wellenfeldes zu tun. Hier ist nun die lokale Feldampli-
tude konstant, wie das bei Rotatoren der Fall ist.

Weil das nichtlineare s-Modell in zwei Dimensionen im Rahmen von 1/N-Entwicklungen
Confinement beschreiben kann, wurde es, zunéchst mit der Absicht mehr Uber die QCD
in vier Dimensionen zu lernen, untersucht, siehe hierzu z.B. [53,54,55].

Seit sich herausgestellt hat, dal? es auch zweidimensionale Spin-Systeme gut beschreibt
[4], ist esauch in der Festkorperphysik interessant geworden.

L uttinger-M odell

Die Fermi-Flussigkeits-Theorie kann ein eindimensionales Metall nicht beschreiben. Das
liegt an der Peierls-Instabilitdt und der Spin-Ladungs-Trennung, die eine Bildung von
Quasiteilchen verhindern.

Eindimensionale Metale kdnnen durch das exakt l6sbare Luttinger-Modell [56] be-
schrieben werden. Unter Vernachlassigung von Rickwérts-Streuung hat man es mit von-
einander unabhangigen, nach rechts und links laufenden Fermionen zu tun, die zusétzlich
einer Dichte-Dichte-Wechsalwirkung unterliegen.
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R L R L
’CLuttinger =’C +’C +’C\N\N+’C\N\N
RL _ ~tRL — R,L
L =c (&,+|VF&X)C

l;VF\{A,AI; — 29 C1‘F€,L CF(,L C1‘F€,L CF(,L

Mit ' =(c'R,ctt)" kann man die Lagrange-Dichte in der Form der eines masselosen
Dirac-Feldes, mit Strom-Strom-Wechselwirkung schreiben.

”CLuttingef = l/7| y'u a,u l//+g j,u j,u

In dieser Form ist das Modell auch unter dem Namen masseloses Thirring-Modell [57,
58] bekannt. Durch Bosonisierung [59] ist es moglich aus diesem Modell fir Fermionen
das Sine-Gordon-Modell [60] fir Bosonen zu erhalten.

Das Luttinger-Modell wurde nicht nur mit der hier angegebenen Dichte-Dichte-
Wechselwirkung bzw. Strom-Strom-Wechselwirkung untersucht, sondern z.B. auch un-
ter hinzunahme von Eichfeldern und anderen Erweiterungen. Eine Zusammenstellung der
Ergebnisse findet man bei [61].

E  Zum magnetischen M onopol

Das Feld eines magnetischen Monopols mit Ladung g wird durch folgenden Ausdruck
beschrieben:

ri
rf?

B(r)=g (E.D)

Damit weiterhin div B(r) = 0 gilt, kann bei (E.1) zur Kompensation des durch den Mo-
nopolterm erzeugten Flud der Term — 47 g J, o(r,) 6(r,) 6(r,), der einen entlang der z-
Achse einflief3enden Flul darstellt, addiert werden [62].

Mit B(r)=rot A(r) folgt die Bestimmungsgleichung des magnetischen Monopol-
Potentials

r

(rOt A(r))i = &y J; A(r)=g

e

die man auch wie folgt schreiben kann:

fi
d; A(r)—d Alr) =gy g‘r‘3 :
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F  Zumtopologischen Term

Der topologische Term

Sep —|safdrfdxn(32 z:j=27:isQX, mit Q,eZ

kann nur ganzzahlige Vielfache von 2 i s annehmen. Das sieht man wie folgt:
Bel Losungen endlicher Energie fir das Ordnungsparameterfeld n(x, z), mui3 die Rand-
bedingung

n(x, 7) ——— congt.

X—too
70,8

gefordert werden. D.h. das Ordnungsparameterfeld hat Gberall auf dem Rand der (x,7)-
Ebene einen gemeinsamen konstanten Wert. Topologisch entspricht das einer Kuge-
loberflache. Wegen |n|® =1 beschreibt n=n(x,7) eine Abbildung einer Kugeloberflache
auf eine andere S2, — S2. Dabei kann SZ, verschieden oft auf S§? abgebildet werden.
Die Anzahl dieser Abbildungen ist aber immer diskret. Die Kugeloberflache S 183t sich
mit den zwel Winkeln ¢ und ¢ beschreiben. Dabel gilt

Idz'fd xsmz?aw ¢) (F.1)

Id¢fdz99nz9—QXT4 D

wobei Q,, angibt, wie oft die Oberflache Sz, auf die Oberflache S? durch n=n(x,7)
abgebildet wird. Bel d(9,¢)/J(x,7) handelt es sich um die Jacobische Determinante.
Dali} jetzt

17 7 an_an
QX,—Mldr_[odxn[axaz_j

gilt, priift man durch Einsetzten von n = (cosd, sind cose, sind sing) nach [62]. Dabei
folgt dann (F.1).

[&n an (1, 0)
X Jt

n Xj =smz9(o7xz907,(p—o7,1907X(p)=sm19 2(x,7)
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G Transformation vom Orts- in den Impulsraum

Der Ubergang vom Orts- in den Impulsraum kann auf zwei Ersetzungsvorschriften zu-
ruckgefuhrt werden, da nur die folgenden beiden allgemeinen Typen von Summen vor-
kommen:

2.
qm,x,a qr'n,x',a
im
+
Z qm,x,a \Nim,x,aa' Q,'n,x',a'
im

Bel x handelt es sich um die Numerierung der Gitterplétze innerhalb der Einheitszelle
i,,. Durch Fourier-Transformation bekommt man

26 G = 2 i s expli (X, =%, o)) G

; Y ¢ ik’
Z qm,x,a \Nim,x,aa' qr'n,x',a' - Z Ck,K',O' 5k—q,k' Wq,aa' eXp(I k (Xim,x - Xi;ﬂ,x')) Ck',;c',a' ’
im

k,k’,q

Diese Beziehungen gelten fur jede beliebige Wahl von i/, und x”.

Eine raumliche Diagonalisierung bedeutet das Durchfiihren einer unitéren Transformati-
on, wobei im folgenden A der Bandindex und e} sowie e, Eigenvektoren des zu dia
gonaliserenden Anteils sind:

t _ i \
Ck,K,G - Z Ck,l,a Q<,K,A,a
A

Ck',l(',a' = Z Q<',K',l' Ck',l',a'
A

Fihrt man beide Transformationen gleichzeitig aus, ergeben sich folgende Ersetzungs-
vorschriften:

T —
Z qm,x,a qr'n,x',a -
im

— T \q R

- Z Ck,l,a Q<,K,l,a 5k,k' eXp(I k ()gm,l(' - Xi,'n,K')) QC,K',A',G Ck',l',a
k,k”

t (G.1)

Z qm,x,a VVIm,K',O'O" qr'n,x',a' =

im

_ T U "
- Z Ck,l,a Q(,K,A,a 5k—q,k' Wq,aa' eXp(I k (Xim,x - Xir'n,x')) Q(',K',A',G' Ck',l',a'

k,k’,q
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H Fourier-Transformation diskret und
kontinuierlich

Sobald man N&herungen im Impulsraum in Form von Taylor-Entwicklungen durchfuhrt,
ist es sicherlich sinnvoll, nicht nur den Orts-, sondern auch den Impulsraum zu kontinui-
seren.

Mit dem kleinsten Wegelement im Ortsraum 2a und im Impulsraum 27/L=27/2N a
bekommt man die Ersetzungsregeln

Yo > 1 dx...

= 2a
L (H.1)
.. —> — | dk...
Zk: 2r

Aus dem diskreten Zusammenhang

1 Zikx 1
f-i— _ = f.T e|kxIm f.T — = f-i— i kX
k,o \/N% im0 im0 N g k,ae
1 PKx 1 Sikx,
f . =——>»f e ™ f =—=>»f e "
k,o m% im0 im0 N ; k,o
1 ' ' (H.2)
Wq,aa' :NZVVIm,GG'eIQXim VVIm,O'O" = qu,aa' e_Iqum
im q
5k,k' =%Z ei(k_k,))qm 5|m,i,;1 =%Z ei(xi"’_)qm)k
ergibt sich der kontinuierliche
1 ikx J2al e
Hk) = \/Za_LIdx fi(x)e' fj(x)=2—ﬂjdk fi(k)e"
. 2al .
£, (K) = e [ T, ()€ £, () =32 [ ok £, (K)e '™
JJ2al 2r (H.3)
1 iqXx L —iqXx
WGG'(q)=IIdXWGG'(X)éq WGG'(X):Z_ﬂ_quWGG'(k)e !
S(k—k’) =2—1ﬂjdxé<k—k'>x S(x—x) :2—1ﬂjdkei(x‘x')"

N ist die Anzahl der Gitter-Einheitszellen mit Lange 2a ener Kette der Gesamtlange
L.
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I Transformation vom Impuls- in den Ortsraum

Im folgenden sollen Ersetzungsvorschriften fiir den Ubergang vom kontinuierlichen Im-
pulsraum in den kontinuierlichen Ortsraum abgeleitet werden. Nach der linearen Nahe-
rung der Dispersionsrelation an den beiden Fermi-Punkten bekommt man folgende drei
Typen von Integralen:

zl'ﬂjdk fIRL(K) £ RN (K)
L TR,L —_ R,L
zjrfdk f R (k) (kF ke ) £, (k)

(KW, (a) 5" (k- q)

Zunéchst substituiert man
K" =KkFk.

und hat dann die Fourier-Transformation

iRtk ke )

1
F _ﬂ
R 2k —a)= o
(o2

- Lo, (¢

IdeTRL( ) gFike X grik’x

IdeRL ) +|k,:xe|(k —-q)x

unter Beachtung der Vollstandigkeitsrelation auszufihren. Durch die kanonische Trans-
formation

1 ()=

o
fEN(x) = f N (x) e

andern sich die Vertauschungsregeln
[E;TR,L(X FT,R,L X' ] _ erR L( ) fTR L(X/)] _
[i:;R,L(X,"' ]+ fRL fRL ]+
[EfR,L(X’~R )] fRL fTRL( )] 5 5()( X)
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nicht. Das liefert folgende Transformationsvorschriften fir die Operatoren:

fo'_I‘R,L(k/ikF)_ IdeTRL ) —IkX

J_
_\/_

Unter Verwendung der Identitét

f RNk ke —q) [ax £ 2t (x) et

k |kx= Ia i k x

und partieller Integration ergeben sich die gesuchten Beziehungen.

L TR,L R,L _ 1 TR,L R,L
Z_I[Idk fa (k) fa (k) —2—aIdX fa (X) fa (X)

A (T ke ) 7 () = [ £ () (1.9,) (%)

(W (0) £ (k=) = [ 117 (ML ) £ ()
(I.1)

Bel L handelt es sich um die Lange der Kette und bel 2a um die Grole der Einhelts
zelle.

J  Zur CP-Darstellung

Aus der definierenden Eigenschaft der lokalen SU(2) Transformation
U'nocU=0" & no=Uoc"U"

folgt zunachst

=Z0Z n=1 ZZ=1.

Die Nebendiagonalelemente von U™ d, .U ergeben sich einfach durch Einsetzten von
(3.15. Um die Diagondelemente zu verifizieren, Uberlegt man sich, dal3
Re(Zd,,Z)=Re(29,,Z)=0 und Im(ZJ,,Z)=-1m(Z3,,Z) gelten muR. Die
zweite Bedingung sieht man mit z =x +iy, unmittelbar ein. Wegen ZZ=1 it
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(X, ¥1,%,Y,)" €in vierdimensionaler Vektor, der auf die Oberflache der Einheitskugel
zeigt. Damit liegt die Parametrisierung

X, = COSex COS 3 COSy
y, = Cos cosfsiny
X, = cosa sin 8
y,=Sno

nahe. Setzt man das in Re(Z d; Z) ein, folgt nach Koeffizientenvergleich von 4, , e,
d.. B und J,,y Re(Z4,,z)=0.
Den Ausdruck U™ g(n X Oy ¢ n)U schreibt man wie folgt aus

U*g(nx&“n)u:Z:U*o-"j‘u-(nxaxyfn)a mit a=x,y,z.

Durch Anschreiben von U ¢*U erkennt man, dal3 fir die Diagonaelemente von
U*g(nx&x,,n)u die Beziehung

iZna-(nx&X,,n)a =+d,.n(nxn)=0

folgt. Die jeweils 80 Terme der Nebendiagonalelemente vereinfachen sich mit ZZ=1
unmittelbar zu (3.17).
Beim nichtlinearen 6-Modell fihrt die Verwendung der Fiertz-Identitét

3 0% 05, =288, - 8,0

off Vyo

auf

200 =(2,.2)(0..2)+ j(23,.2)" (1)

Betrachtet man den Ausdruck
‘2

(0-1AL)Z] =(0,+A,)Z(d,~1A,)Z

=9,,29,,z-iA,(23,,2)-A. 22

T

(J.2)
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und berticksichtigt, daf3 es sich um eine Lagrange-Dichte handelt, folgt die Bewegungs-
gleichung A, =-i/2(Z J,, Z), was mit (3.16) Ubereinstimmt. Setzt man das in (J2)
ein, ergibt sich (J.1).
Beim toplogischen Term ist der Ausdruck

n(dnxad,n)=e™nad.na.n,

5 5 5 a b —c
=2,Z, 0, (%/ Zﬁ)ar (Zs Z/l) Earc Oop Oys Oz

umzuformen. Den Ausruck

05,00, =008, +ie* 0y,
o 0% =i (ofﬂ o, — 0" 551)

multipliziert man von links mit o2, o und bekommt dann unter Berlicksichtigung der
Fiertz-ldentitat

€% 02 0% 0% = =186, 8, 6,5~ 28,56, G — 26,58,y 830 — 28, 8,5 5, ) -

Hiermit und unter Beachtung von Re(Z&X,, Z) =0dh Z20,,Z2=-27,,Z folgt

£n,dnad.n=2i(d,29,Z-3,29,2)
=2(axp‘[_ar A()

Weitere Eigenschaften der CP'-Darstellung findet man bei [53,54,55].

K Innere Symmetrien und Strdme
Ist die Lagrange-Dichte

L=L ((pr 0, (pr)
invariant unter der lokalen Transformation

o> e p,

folgt der lokal erhaltene Strom [63]
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J# :_iaiﬂArs¢s'

209, 9,)

Bel einer U(1)-Transformation ist der einzige Generator der Gruppe das Einselement
A = a1, eshandelt sich also um eine Phasentransformation.
Bel einer SU(2)-Transformation sind die Generatoren durch die Pauli-Matrizen gegeben
A =d' o', was dann auch zum entsprechenden Strom fiihrt.

L Stromdefinition baem nichtlinearen o-M oddll

Wie P. Chandra et al. [64] gezeigt haben, ist die Magnetisierung j5, und der Magneti-
serungsstrom g, beim nichtlinearen c-Modell

o :g{(aln)zvl (aon)ﬂ,

wobel pg die Spin-Steifigkeit ist, durch

isc :—&(nxaf n)

Vs

jS,x = _ps(nxax n)
gegeben. Setzt man diese Beziehungen in die Lagrange-Dichte ein, ergibt sich

1
2ps

1
2ps

Laow =5 i3 +it =5 iZiss-
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